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Основные обозначения

Общематематические символы Комплексные числа

|а| — абсолютное значение (модуль)
числа а 

[а] — целая часть числа а 
= — равно
» — приближенно равно
> — больше
< — меньше
уГ — корень квадратный

— корень га-й степени 
=> — следовательно
<=> — равносильно, тогда и только 

тогда, когда

Комбинаторика

га! — га факториал 
А™ — число размещений из га по гаг 
С™ — число сочетаний из га по гаг 
Р п — число перестановок 

из га элементов

Множества

0  — пустое множество
N — натуральные числа 
Z — целые числа 
Q — рациональные числа 
R — действительные числа 
С — комплексные числа 
A{JB — объединение множеств  
АЛ-В — пересечение множеств  
а еА  — а принадлежит множеству А  
а ё А  — о не принадлежит м нож е­

ству А
g°f  — композиция отображений f n g

1 — мнимая единица
2  — комплексное число, сопряжен­

ное к z
\г\ — абсолютное значение (модуль) 

комплексного числа z

Геометрия

А (х; у)  — точка А  с координатами х  
и у

а, b — прямые
а , р — плоскости
а 11 b — прямая а  параллельна пря­

мой b
а-Ъ  — прям ая а ск рещ и вается

с прямой Ъ 
a l b  — прямая а  перпендикуляр­

на прямой b 
a  n  а  = Р  — прям ая а  пересек ает  

плоскость а  в точке Р  
а  || Р — плоскость а  параллельна 

П Л О С К О С Т И  Р 
a J-P — плоскость а  перпендику­

лярна плоскости р 
а, А В  — вектор

Последовательность и функции

К }
Ы
d f
f i x )

\ f(x )d ,

b
]У(х)о!х

x  —

последовательность 
приращение функции f  
дифференциал функции f  
производная ф ункции f  
в точке х
м н ож ество п ер в ообр аз­
н ы х, или н еоп р едел ен ­
ный интеграл функции f  
определенны й интеграл  
функции /  от а до Ъ



Предисловие

Математика за 2 500 лет своего существования накопила богатейший ин- 
струменттарий для исследования окружающ его нас мира. Однако, как заме­
тил выдающийся русский математик и кораблестроитель академик А . Н. Кры­
лов, человек обращается к математике «не затем, чтобы любоваться неисчис­
лимыми сокровищами». Ему, преж де всего, нуж но ознакомиться со «столе­
тиями испытанными инструментами и научиться ими правильно и искусно 
владеть». Данная книга научит вас обращаться с такими математическими  
инструментами, как функции и их графики, геометрические фигуры, векторы 
и координаты, производная и интеграл. Несмотря на то что первое знакомство 
с большинством из этих понятий состоялось у вас раньше, книга представляет 
их заново. Это удобно для тех, кто немного забыл изучавшийся ранее матери­
ал, и полезно всем, так как даж е в знакомых вещах обнаружатся новые сторо­
ны и связи.

Для облегчения работы с учебником самые важные положения и формули­
ровки выделены. Большую роль играют иллюстрации, поэтому необходимо 
внимательно рассмотреть относящийся к тексту чертеж для лучшего понима­
ния текста (еще в древности использовали этот способ изучения математики — 
рисовали чертеж и говорили: «Смотри!»).

Помимо несомненной практической ценности получаемых математических 
знаний изучение математики оставляет в душ е каждого человека неизглади­
мый след. С математикой многие связывают объективность и честность, стрем­
ление к истине и торжеству разума. У многих на всю ж изнь остается уверен­
ность в своих силах, возникшая при преодолении тех несомненных трудно­
стей, которые встретились при изучении математики.

Темы, которым посвящен учебник, — теория чисел, пространственные 
тела, основы математического анализа, начала теории вероятностей — имеют 
не только прикладное значение. Они содержат богатые идеи, ознакомление с 
которыми необходимо каж дому человеку.

Учебник полностью соответствует ФГОС, а также программе общеобразова­
тельной учебной дисциплины «Математика: алгебра и начала математическо­
го анализа. Геометрия», одобренной Научно-методическим советом Центра 
профессионального образования ФГАУ «ФИРО» (протокол № 2 от 26 марта 
2015 г.). Построение учебника, его стиль, набор учебных заданий, позволяют 
учесть особенности преподавания математики в образовательных организаци­
ях начального и среднего профессионального образования. Каждая тема, из­
ложенная в учебнике, разбита на рубрики, отвечающие на прямо поставлен­
ные вопросы: что следует изучить (или повторить, вспомнить), зачем это н уж ­
но, как можно на практике воспользоваться изученным, почему все происхо­
дит так или иначе.
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Ответ на вопрос что компактно очерчивает основные положения изучаемой  
темы, ответ на вопрос зачем, как правило, объясняет общечеловеческое и 
культурное назначение постигаемых знаний, сферу их основных приложений. 
Основные способы действий с изученными понятиями приводятся в рубрике 
как, а рубрика почему включает в работу важнейш ий метод математики -  обо­
снование и доказательство высказываемых утверждений.

Те из вас, кто намерен осваивать профессии и специальности СПО естествен­
нонаучного профиля, специальности СПО гуманитарного профиля, могут и зу­
чать математику на базовом уровне ФГОС среднего общего образования. Ц еле­
вые особенности обучения математике по этому профилю хорошо известны. На 
первый план выдвигаются задачи общекультурного, интеллектуального раз­
вития. Для решения этих задач в процессе обучения математике особое значе­
ние приобретает развитие визуального мышления, образно-ассоциативных 
представлений, включение содержания обучения в общекультурный контекст, 
усиление внимания к развитию логической и языковой культуры. Ведущ ими  
познавательными стилями становятся визуальный и логико-дедуктивный. 
Алгоритмический стиль отодвигается на задний план. Существенное значение 
приобретает комбинаторный стиль, а также исследовательский стиль для со­
хранивших индивидуальный интерес к математике независимо от сделанного 
профессионального выбора. Если ж е вы собираетесь осваивать профессии и 
специальности СПО технического и социально-экономического профилей, то 
математику необходимо будет изучать более углубленно, как профильную  
учебную дисциплину, учитывая специфику осваиваемых профессий или спе­
циальностей. В этом случае к упомянутым выше задачам нуж но добавить уси­
ление роли дедуктивного и исследовательского стилей, но главное, — расш и­
рение всего спектра используемых стилей деятельности, часто связанное с не­
обходимостью преодоления личных предпочтений и трудностей.

Как ж е можно один и тот ж е учебник приспособить к специфике каждого из 
выбранных профилей? Для гуманитарного профиля надо сделать акцент на 
рубриках что и зачем, для технического -  на рубриках что, как и почему.

Учебник позволяет реализовать различные учебные траектории, как инди­
видуальные, так и коллективные.

Усилить профессиональную направленность можно с помощью выбора при­
кладных задач, тем и сюжетов для проектных и исследовательских работ, поме­
щенных в учебном пособии «Математика. Сборник задач профильной направлен­
ности» , которое входит в состав учебно-методического комплекта вместе с настоя­
щим учебником, электронным учебником, учебными пособиями «Математика. 
Задачник» и «Математика. Контрольно-оценочные средства» (электронное посо­
бие) и методическим пособием «Математика. Книга для преподавателя».

В последние десятилетия особенно активно развивается новая группа ре­
сурсов, называемых цифровыми образовательными ресурсами. К ним можно 
присоединить понятие «сетевые ресурсы». Учебно-методический комплект 
обеспечивает соединение традиционных бумажны х, текстовых ресурсов и бо­
лее современных цифровых и сетевых ресурсов, что способствует овладению  
приемами отбора, анализа и синтеза информации, проверки и самопроверки 
усвоения, навыками самостоятельной учебной деятельности, профессиональ­
ной терминологией; предоставляет возможность «расширения» информаци­
онного поля за счет ссылок на внешние ресурсы.
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Учебник не предполагает линейного, последовательного изучения — стра­
ница за страницей. Он представляет возможность по-разному чередовать учеб­
ные темы (главы учебника), варьировать порядок и степень внимания к раз­
личным стилям учебной деятельности при прохождении конкретной темы.

Все три составляющие математического образования — его вклад в инди­
видуальное развитие личности, его воспитательный потенциал и практиче­
ское значение — равноправны. Цель учебника -  дать достаточно богатый, 
разносторонний и доступный материал по всем направлениям, сохраняя зна­
чимость и содержательность каждого из них.



Занятие  1
Целые и рациональные числа

Что мы знаем о числе?

1. Н ат уральны е числа. Натуральные чис­
ла строятся конструктивно, начиная с едини­
цы, прибавлением на каждом шаге одной еди­
ницы: 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, ...

Запись натуральных чисел имеет длинную  
историю. Современное общество пользуется  
десят ичной сист ем ой,  в которой введены  
10 цифр: 1, 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1, ..., 9 = 8 + 1 
и 0. Число, следующее за числом 9, записы­
вается в виде 10. Д алее, считая десятками, 
сотнями (10 х 10), тысячами и т .д .,  каж дое  
натуральное число представляем в виде а0 + 
+ щ • 10 + ... + oft-10* (о* Ф 0), где 0 < о, < 9, и запи­
сываем последовательностью цифр a ka k_x...a0.

В информатике большую роль играет дво­
ичная сист ем а,  использующ ая две цифры: 
0 и 1 — и основанная на представлении числа 
в виде суммы степеней числа 2, которое в дво­
ичной системе имеет запись 10.

2. Ц елы е числа. Получаются из натураль­
ных добавлением нуля и от рицат ельных чи­
сел.

М ножество натуральных чисел обознача­
ется буквой N , целы х чисел — буквой Z. 
Ясно, что N с  Z , т .е . это означает, что вся­
кое натуральное число одновременно есть це­
лое.

3. Рациональны е числа.  Положительные 
рациональные числа можно получить, считая

Год первого издания 
этого учебника по-разному 

запишется в разных системах 
счисления

• Десятичная система
2010

• Римская система
ммх

• Иероглифическая система 
древних египтян

(и 3000 г. до н.э.)

2010  = 2 х 1000 + 10

Вавилонская (шестидесяте­
ричная) система

(и 3500 г. до н. э.)

v<v< <
к

2010 = 3 х 600 + 3 х 60 + 3 х 10
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• Иероглифическая система 
Китая

2010 = 2 х 1000 + 10 

• Двоичная система 

11111011010

Какой дробью можно 
представить закрашенную 

часть фигуры?

доли  единицы: т  раз взятая n -я доля едини­
цы ( т и п  — натуральные числа) есть рацио­
нальное число. Его мож но записать в виде

обыкновенной дроби — . Одно и то ж е коли-
п

чество мож но получить, используя разны е

доли. Например, ясно, что — пирога и — пи­
рога — одно и то ж е.  ̂ ^

Две обыкновенные дроби —  и —  равны
Щ га2

меж ду собой (т. е. являются записями одного 
и того ж е рационального числа) тогда и толь­
ко тогда, когда совпадают натуральные числа

/П, /По
т хп2 и т 2пр. —-  = —-  <=> трп2 = т2щ.

Щ п2
Построив положительны е рациональные 

числа, к ним обычным образом добавляют от­
рицательные и нуль.

Множество рациональных чисел обознача­
ется буквой Q.

Целые числа т отождествляются с дробя- 
тми — .
1

Имеют место включения N с  Z с  Q.
4 . В м н ож естве рациональны х чисел Q 

определены две арифметические операции  — 
сложение и умнож ение, подчиняющиеся и з­
вестным законам — переместительному, со­
четательному, распределительному.

Зачем людям понадобились 
числа?

П реж де всего, для счета. Для сравнения  
количества предметов сначала использова­
лись некоторые стандартные объекты (паль­
цы, камеш ки, палочки). Затем были приду­
маны символы для обозначения количества в 
наборах (коллекциях, множествах), имеющих 
поровну  предметов.

Другим источником развития понятия чис­
ла явились задачи изм ерения.  При выборе 
единицы измерения какой-либо величины (на­
при м ер , длины ) появляется  возм ож н ость  
сравнения с ней. При этом можно использо­
вать не только целую единицу, но и ее доли.
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Почему можно смело пользоваться 
обыкновенными дробями 
при вычислениях с рациональными 
числами?

Как было отмечено, одно и то ж е рацио­
нальное число может быть записано разными 
дробями. Связь меж ду ними описывается сле­
дующей теоремой.

_  „  тл т 9 т., т 3Т е о р е м а .  Е сли —-  = —  и —  = — , то 
щ _ т 1  Щ п2 п2 тц

П1 п3
Д оказат ельст во .  Требуется доказать, что

171 л 771о —— и—-  = — По  определению  равенства дробей  
Пу п3

для этого нужно проверить равенство целых 
чисел: т хп 3 = т 3п х. И спользуем данные ра­
венства: т хп2 = т 2пх и т 2п3 = т 3п2. Умножим  
первое из них на п3, а второе — на п х. 

Получим

ГПХП2ПЪ — — ТТЬ̂ТЬ̂ТЬ-̂ »

Целые числа т 2пхп3 и т 2п3п х равны м еж ­
ду собой; используем свойство транзитивно­
сти целы х чисел: т хп2п3 = т 2п хп3; т 2п3п х = 
= т 3п2п х => т хп 2п3 = т 3п2пх. Равенство целых 
чисел т хп 2п 3 = т 3п 2п х перепи ш ем  в виде  
п2(т хп 3 -  т 3п х) = 0. Число п2 (знаменатель  
средней дроби) не мож ет быть равно нулю. 
Однако, если произведение двух целых чисел  
равно нулю, то хотя бы одно из них должно  
быть нулем. Получаем, что т хп3 -  т 3п х = 0, 
т.е. т хп3 = т3п х, что и требовалось доказать.

Как выполняют арифметические 
действия над обыкновенными 
дробями?

1. Сокращение дроби.
28

П р и м е р .  Дробь —  можно сократить.  Это 
60

можно делать последовательно, обнаруживая  
общие множители у числителя и знаменателя 
и деля на них:

28 2 1 4  14 2 -7  7
60 2■ 30 ~ 30 ~ 2• 15 ~ 1 5 ’

Круговая диаграмма

Круговая диаграмма пока­
зывает распределение голосов 
в парламенте между тремя пар­
тиями — синими, серыми и бе­
лыми.

Это распределение можно за­
писать дробями:

75 + 60 + 45 = 180 — общее 
число мест;

75 _ 5 60 1.
180 _ 1 2 ’ 180 _ 3 ’

45 1
180 ” 4'

В качестве общей доли мож-

Какая часть объема колбы 
заполнится при сливании 

жидкостей из двух 
таких же колб?

L—  ^ «......... „
+ =

гттгиг;
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Сложение

Ш1 + т2 _ т1п2 + ТП2П\ 
Щ. ^ 2  ЩЦ2 ЩрЦ.
_ +  тПуТЬ^

ЩЦ2

Вычитание

TTlj TTZ-2 ТТЪ]Т12  Yth^T^y

ТЬ̂  7^2 r t j / l 2  / l j / l 2

_ т ^ з  -  7 7 1 2 ^

7 l i7 l2

Умножение

771! 772-2 _  m \ m 2

Щ Щ, Щ.Щ,

Деление

772-1 . 7712  _  77l17 l2

T lj Tl2  777 2,Л\

а можно сделать сразу, разделив числитель и 
знаменатель на их наибольший общий дели­
тель (НОД):

28 4 -7  7
60 4 1 5  15

7
Дробь —  несократ им а.  Ее числитель и

знаменатель — взаимно простые числа.
2. Сложение (вы чит ание) дробей.

П р и м е р .  А  + А .  Для слож ения нуж но

привести дроби к общему знаменат елю .  Для  
этого удобно разложить знаменатели на про­
стые множители и взять их наименьшее об­
щ ее кр атн ое (Н О К): 12 = 2 2- 3; 10 = 2 -5 .  
НОК(12; 10) = 22 3 5 = 60.

A  J L - 3 -6  25 + 18 43
12 + 10 ~ 60 + 60 60 " 60'

3. Умножение (деление) дробей.

П р и м е р . 12 5 2
: —. З ап и сы в аем  ре- 

725  63
зультат в виде одной дроби и сокращаем ее:

12 5 -7  22 3 -5 -7  2 2
2 5 -6 3 -2  ~ 52 - З2 - 7 -2  _ 3 -5  _ 15

Вопросы и упражнения
■

1. Какие из следующих выражений имеют значение, равное 1:

. 1 1 1  сх „ 951) А — —I 1— ; 5) А = -
2 3 6 (12-7)(12 + 7)

2, Д . Г » Л 1 “ : 6 ,A  = 33Z- 32li
6 4 )  7 55

in 3 -Q3
3) А = 2,36 -  1,12 -  0,88 + 0,64; 7) А = —— — ?

3 4 5 1

2. Стоимость товара в первый раз снизили на а %, во второй раз — на Ъ % от но­
вой цены. В каких случаях в результате стоимость товара составила 60 % ис­
ходной цены:

1) а = 20; Ь = 20; 3) а = 25; Ъ = 20; 5) а = 6 б |;  Ъ = 10?

2) а = 20; Ъ = 25; 4) а = 40; Ъ = 0;

10



3. Вычислите с помощью калькулятора значения следующих числовых выраже­
ний:
1) количество «счастливых» автобусных билетов:

32 31 30 29 28 22 21 20 19 18 | 6 5  12 11 10 9 8
У Т Т Т '  1 5 4 3 2 1  + 2 5 4 3 2 1 ’

2) вероятность того, что в классе из 30 человек есть совпадающие дни рожде­
ния:

( _3 6 5  364 363 . , 3 3 б 1 100о/о.
V 365 365 365 365 J

J Л ,  180 1,6 254. Оцените, к какому из указанных чисел ближе всего ч и с л о -----------------:
91 8000

1)0 ,001; 2 )0 ,0 1 ; 3) 0,1; 4 )1 .

5. В таблице указаны точки плавления льда и кипения воды в четырех темпера­
турных шкалах — Цельсия (С), Фаренгейта (F), Кельвина (К) и Реомюра (R). 
Считая, что температура человеческого тела в градусах Цельсия равна 37, вы­
числите ее в других шкалах, если зависимость между шкалами линейная:

Показатель
Шкала

С F К R

Кипение воды 100 212 373 80

Плавление льда 0 32 273 0

Занятие  2 
Действительные числа

Что понимается 
под действительным числом?

1. Д ейст вит ельное число. Рациональных  
чисел оказалось недостаточно для реш ения  
задач измерения. Это было обнаружено более 
2,5 тыс. лет назад древнегреческими матема­
тиками, которы е док азали , что диагональ  
квадрата с еди ни чной  стороной не м ож ет  
быть измерена, если использовать только ра­
циональные числа, а другие тогда не были из­
вестны.

Как для задания натуральных чисел м ож ­
но использовать конкретные объекты (паль­
цы, палочки), так и для задач изм ерения  
можно выбрать стандартную величину — дли­
ну отрезка — и задавать числа геометриче­
ски — отрезками, а точнее их отношениями  
к выбранному единичному отрезку (единице 
масштаба).

Е - \

Общая мера

1

1
4

В

11



А 4 В  9
Е ~  3 ’ Е ~  4 ’

4
А  з  4 -4  16.
В ” 9 ~ 9 3 " 2 7 ’

4

С = — общая мера от­

резков A u  В.
А = 16С; В = 27С

Диагональ квадрата

d = V2
d = 1,41421356...

Золотое сечение

Рисунок Леонардо да Винчи 
(1492), изображающий идеаль­
ные пропорции человеческого 
тела.

Ф — золотое число
1 + V5

Ф = -------2
Ф = 1,618033988749894848...

Если (вслед за древними греками) назвать 
числом отношение отрезка к единичному, то 
возникнет задача записи  числа.  Удобна за ­
пись числа в виде десятичной дроби, отража­
ющей некоторый процесс измерения. Напри­
мер, измеряя диагональ квадрата со стороной 
1, мы сначала отложим целый единичный от­
резок и получим число 1. В остатке (он мень­
ше 1) будем откладывать десятую часть еди­
ничного отрезка. Она отложится 4 раза, и ос-

„ 1танется отрезок длины, меньшей — . Мы по­

лучили десятичную дробь 1 ,4 . Затем делим  
одну десятую снова на 10 частей, откладыва­
ем новый отрезок в остатке и записываем ре­
зультат. Получим последовательность десяти­
чных дробей с увеличивающ имся количест­
вом знаков после запятой: 1; 1,4; 1,41; 1,414; 
1,4142; ....

Эту последовательность удобно представ­
лять в виде одной бесконечной десятичной  
дроби 1 ,414213562373095 ..., которую и м ож ­
но считать числом. Итак, по определению

Дейст вит ельное число — это бесконечная 
десятичная дробь.

2. Конечная десятичная дробь. Рациональ­
ное число, представленное дробью, в знаме­
нателе которой стоят только двойки и пятер­
ки, запишется конечной десятичной дробью, 
так как на каком-то шаге десятичный процесс 
измерения закончится — некоторая доля еди­
ничного отрезка отлож ится в остатке целое 
число раз.

71Например, ------ = 0 ,28400 ... = 0 ,284.
250 m

Если у несократимой дроби — в знамена-
п

теле есть простые числа, отличные от 2 и 5, 
то процесс десятичного измерения станет пе­
риодическим,  и цифры (одна или несколько) 
начнут периодически повторяться. Например,
35 37
—  = 5 ,8333..., —  = 3 ,363636...
6 11

3. И ррациональные числа  — это числа, не 
являющиеся рациональными. Они записыва­
ются бесконечными непериодическими деся-

12



тичными дробями. Примерами иррациональ­
ных чисел являются числа V2, пятнадцать  
знаков которого после запятой было приведе­
но выше, или число к (отношение длины ок­
ружности к диаметру): л = 3 ,1415926536 ... .

М нож ество всех действительны х чисел  
обозначается буквой R:

N с  Z с= Q с  R.

Зачем понадобились действительные 
числа, и хватило ли их для решения 
задач?

Как было отмечено, добавление к рацио­
нальным числам новых, иррациональных чи­
сел было вызвано необходимостью измерять 
длины любых отрезков. С помощью так по­
строенных дейст вит ельны х чисел  уж е ока­
залось можно измерять многие другие вели­
чины, которые были названы скалярны ми.

Появление новых задач потребовало даль­
нейшего развития понятия числа, которое мы 
обсудим позж е.

Почему диагональ квадрата 
со стороной, равной единице, нельзя 
измерить рациональным числом?

В этом вопросе содерж ится формулиров­
ка знаменитой теоремы, доказанной в VI в. 
до н .э .

Д оказат ельст во .  Предположим, что дли­
ну диагонали единичного квадрата можно за­

писать в виде дроби — , которую будем счи-
п

тать несократимой. По теореме Пифагора по-
z ^ \2  (  T7l\ 2

лучаем равенство I2 + 12 = — , т .е . — = 2 ,
\ п  )  \ п )

или т 2 = 2п2.
Так как справа стоит четное число, то и сле­

ва число т 2, а значит, и число т являются  
четными числами: т  = 2k. Подставляя и со­
кращая на 2, получаем: 2k2 = п 2. Таким ж е  
рассуж дением получаем, что теперь п тож е 
должно быть четным числом. То, что у дроби

Различные способы записи 
действительных чисел

Десятичная дробь 

— = 0,142857142857...

-  = 1,70796267. 
2

Непрерывная дробь

8 = 2  + - L
3 1 + ±

2

Ф = 1-
1 +

1 +
1 + ...

Ряд

. 1 1 1
1 ~ 2 + ¥ + ¥ + -

в =1 + ¥ + ¥ + ¥ + -

Круговая диаграмма

Точка на числовой оси

В  (-2 ) 0 1 А (2,5)

13



Великие математики 
на оси времени

-  6 0 0 1 ► Пифагор  

- 4 0 0

-200

1600

1800

2000

Евклид
А рхим ед

Диофант

200

400

600

800

1000

1200' *■ Фибоначчи

1400

А ль-Хорезми

Декарт
Ньютон, Л ейбниц, 

- Эйлер, Гаусс

Колмогоров

т
— числитель и знаменатель оказались чет- 
га

ными числами, противоречит условию несо­
кратимости дроби. Это противоречие доказы ­
вает теорему.

Как работают 
с действительными числами?

Бесконечная десятичная дробь — это после­
довательность приближений конечными де­
сятичными дробями к данному действитель­
ному числу. Для выполнения арифметических 
операций над бесконечными десятичными дро­
бями эти операции делаются над конечными 
десятичными дробями. Например, будем скла­
дывать V2 + л = 1,41421... + 3,14159... 

Получаем: 1 + 3 = 4
1,4 + 3 ,1  = 4 ,5  

1,41 + 3 ,14  = 4 ,55  
1 ,414  + 3 ,141  = 4 ,555  

1,4142 + 3 ,1415  = 4 ,5 5 5 7  
1,41421 + 3 ,14159  = 4 ,5 5 5 8 0  и т .д . 

Аналогично л -V2 = 4 ,4 4 2 8 8 2 9 ... 
Разумеется, такие вычисления нуж но вы­

полнять с помощ ью калькулятора, но при 
этом следить, сколько цифр результата м ож ­
но считать верными.

Действительные числа можно изобразить 
точками на числовой оси.

Если два числа а и Ъ изображены точками 
А (а) и В(Ь) на числовой оси, то расстояние 
меж ду точками А и В равно модулю разности  
чисел а  и Ъ: \АВ\ = |Ь -  а\.

Для модуля выполняются два важнейш их  
свойства:

\аЪ\ = |а|-|Ь| и |а + Ъ\ < |а| + |б|.

Вопросы и упражнения
■

1. Всякое ли целое число является рациональным?
2. Является ли число V0,64 иррациональным?
3. Всегда ли сумма рациональных чисел является рациональным числом?
4. Может ли при сложении иррациональных чисел получиться рациональное число?
5. Может ли частное от деления рационального числа на иррациональное быть ра­

циональным числом?
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6. Всегда ли квадрат иррационального числа является рациональным числом?
7. Запишите следующие числа в виде периодических десятичных дробей:

1\  ̂ . о\ ^. оч .. 5_ _8__ 44
} 2 5 ’ } 3 ’ } 7 ’ } 6 ’ } 15’ } 30'

8. Докажите иррациональность следующих чисел:
1) 0,101001000100001...; 2) 0,12345678910111213...

Занятие  3
Приближенные вычисления

Что полезно знать о приближенных 
вычислениях?

1. П риближ енное зн ачени е .  П усть дано  
число х.

Число а  называется приближенным значе­
нием  числа х ,  вычисленным с точностью  
до h > 0 , если вы полняется неравенство  
\х -  а\ < h.

Разность \х -  а\ называют погрешностью, 
a h — оценкой погрешности приближенного  
вычисления.

2. О т носит ельная  погреш ност ь.  Пусть  
а является приближенны м значением вели­
чины х ,  вы численны м с погреш ностью  h, 
т .е .  пусть \х -  а\ = Л. О тнош ение погреш но­
сти к приближенному значению , т .е . число

h \ х - а \г  = — =   L, называют относительной по-
а а

грешностью  вычисления. Так, если среднее 
расстояние от Зем ли до Солнца вычислено  
приближенно как 1 ,4 9 6 -108 км с погреш но­
стью < 105 км, то относительная погрешность 
такого вычисления будет меньше 0 ,0 0 0 7 , по- 

105том у что -------------   < 0 ,0007 . Ч асто относи-
1,496 Ю 8

тельную погрешность (а точнее, оценку для  
нее) указывают в процентах.

3. С т андарт н ая  запись.  П риближенные 
значения величины часто указывают в так на­
зываемой стандартной записи. П оложитель­
ные числа в стандартной записи представляют

Приближения к п

1. тс = 3

Такое приближение упоми­
нается в Библии (строительство 
храма Соломона).

Это приближение древнего 
Вавилона (2000 г. до н. э.).
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3. ЯН^Т-ЗД6

Это приближение взято из 
древнеегипетского папируса  
(1650 г. до н .э.).

4. ли — = 3,14...
7

Это приближение Архимеда 
(250 г. до н.э.).

Поразительная пропорция

О
Солнце

человек

б? атом водорода

Зная приближенные массы: 
Солнца — 1,9891 • Ю30 кг; 
человека — 60 кг; 
атома водорода — 1 ,6 7 4  х 

X10-27 кг,
оцените точность поразитель­
ной пропорции.

Вычислите, какой надо при­
нять среднюю массу человека, 
чтобы пропорция была верной 
до второго знака.

в виде: а ■ 10*, где число а  выбирают так, что­
бы оно л еж ало в п р ом еж утке [1; 10), т .е .  
удовлетворяло неравенствам 1 < а < 10, и за­
писывалось десятичной дробью с нескольки­
ми знаками после запятой. Число а в стандар­
тной записи х  называют мантиссой  числа х, 
а показатель k — его порядком.

Зачем точные значения величины 
заменяют ее приближенным 
значением?

П реж де всего потому, что вычислить и за­
писать точное значение величины не удает­
ся — всегда при измерении величины можно 
найти ее значение лишь с некоторой точно­
стью.

Кроме того, точная информация бывает из­
лиш ней — нам часто достаточно знать лишь 
порядок числа, степень его близости к дру­
гим, более просто записываемым числам.

Почему при вычислениях 
с приближенными значениями 
накапливается ошибка?

1. Погреш ност ь сум м ы .  Если \х -  а\ < hx 
и \у -  b\ < h2, то |(х + у) -  (а + &)| < hx + h2.

Действительно, запиш ем (х + у)  -  (а + Ъ) 
как (х -  а) + (у  -  Ъ) и применим неравенство 
для модуля суммы.

Полученное неравенство означает, что при 
сл ож ен и и  пр и бли ж ен н ы х зн ач ен и й  ск л а ­
ды ваются оценки погреш ностей, и оценка  
погреш ности суммы тем самым увеличива­
ется.

2. Погрешность произведения. Если а  и Ъ — 
приближенные значения величин х  и у  и нам 
известны оценки погреш ностей \х — а\ < h 1 
и \у -  Ь\ < h2, то оценка погрешности для про­
изведения не будет выражаться только через 
оценки h\ и h2, как это имеет место при сло­
ж ении. Выполним преобразования:

х у  -  ab = х у  -  Ьх + Ъх -  ab =
= х(у  -  Ъ) + Ь(х -  а).
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Получим, что |х у  -  аЪ\ < |х| \у -  Ь\ + |&| \х -  а \<  
< |&| hx + |x| h2.

Видим, что оценки погрешностей h x и h2 
приходится умножать на значения самой ве­
личины (или близкие к ней).

Как можно описать точность 
вычислений?

1. « П л ю с - м и н у с » . Ч асто говорят так: 
«Температура равна 16 плюс-минус один гра­
дус» и записывают: t = (16 + 1) °С. Это означа­
ет, что истинное значение температуры (в гра­
дусах Цельсия) отличается от 16 не более чем 
на единицу. Эту ж е информацию можно за ­
писать в виде неравенства

16 -  1 < £ < 16 + 1, или с помощью рассто­
яния: |£ -  1б| < 1.

Здесь 16 — приближенное значение тем­
пературы, 1 — оценка погреш ности. Отно­

сительная погреш ность равна ^  = 0,0625,

т .е . 6 ,2 5 % .
2. «С точностью до...». Если вы скажете, 

что площадь комнаты равна 22 ,6  м2 с точнос­
тью до двух десяты х квадратного метра, то 
всем будет ясно, что площадь S  леж ит в про­
меж утке 2 2 ,4  < S  < 2 2 ,8  м2, или иначе, что 
расстояние истинного значения площади до 
числа 22 ,6  меньше 0 ,2 , т .е .

\S -  2 2 ,б| < 0 ,2  м2.

Видим, что этот способ фактически совпа­
дает с первым, и можно с таким ж е успехом  
записать: S  = 22 ,6  + 0 ,2  м2 и сказать, что пло­
щадь вы числена с оценкой погреш ности в 
0,2  м2, что дает относительную погрешность,

равную 2 2 ~q ~ 0>088, т .е . 9 %.

3. «Лежит между». Фраза «скорость ав­
томобиля леж ит м еж ду 50 и 60 километрами 
в час» сразу определяет промежуток, где на­
ходится значение скорости о: 50 < и < 60 . 
Можно, конечно, взять середину этого проме­
жутка и перейти к .о^у>ндавйпшс5Г ранее епо; 
собам записи:

Число различных конфигу­
раций кубика Рубика записы­
вается 20-значным числом 

43 252 003 274 489 856 000.
Строя новую конфигурацию 

за одну секунду, за сколько ве­
ков можно перебрать все кон­
фигурации?

Решение:
1) число секунд в одном годе: 

60 х 60 х 24 х 365 » 3 107 с;
2) приближенное число кон­

фигураций: 43 -1018;
3) число лет:

43 • 1018 : 3 • 107 = —  • 1011 ж 
3

я 1,4 1012 лет;

4) число веков:
1,4 1012 : 100 = 1 ,4 Ю 10« 

я 14 млрд веков.

Туманность Андромеды

Скорость света: 
с я 299 792,458 км/с.

Туманность Андромеды от­
стоит от Земли на 2 300 000 све­
товых лет (2,3 • 10е св. лет). Най­
ти приближенное расстояние от 
Земли до туманности Андроме­
ды в километрах.

Кубик Рубика
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Решение:
1) число секунд в одном годе: 

60 х 60 х 24 х 365 « 3 107 с;
2) приближенное число ки­

лометров в одном световом годе 
(с ~ 3 -105 км/с):

3 1 0 5 х 3 1 0 7 = 9 1012;
3) расстояние (1 св. год = 

= 9 1012 км):
2,3 10® х 9 1 0 12 я 2 • 1019 км.

v  = 55 ± 5 (км /ч),

|и -  55| < 5 км /ч .

Величина 5 к м /ч , равная разности (60  -
-  5) = 5 км /ч , дает оценку погрешности при­
ближ енного вычисления скорости, а число

5
—  s  0 ,0 9 , т .е . отношение погрешности к при- 
55

ближенному значению, — оценку относитель­
ной погрешности.

Вопросы и упражнения
■

1. Изобразите на числовой оси следующие числа:

1 )3 ,5 ; 2) -2 ,2 ; 3)V3 ; 4 )^ ;  5 ) | ;  6) -Ц - .

2. Изобразите на числовой оси следующие промежутки:

1) (0, 2]; 2) (-о о , -3 ];  3) < х  < 4; 4) х > 3^2.

3. Под знаком корня записано число с 40 девятками после запятой ^0,99...9 . Вы­
числите корень с 40 знаками после запятой.

4. Проверьте, что округление следующих чисел с точностью до второго знака по­
сле запятой сделано правильно:

1) а = 1,1683, а я 0,17; 3) -Л  *1,41; 5) тс2 « 9,86.

2) а = 0 ,2309, а я 0,23; 4 ) ^ - я 0,86;

5. Верно ли, что относительная погрешность произведенного вычисления менее 1%:

1) тс я  3,16; 3) площадь круга радиуса 3 -103 4) %/Ю 000 я 21;
2) 210 я 1000; примерно равна 3 ■ 107; 5) 911 я 3 • Ю10?

Занят ие  4 
Комплексные числа

Графическое изображение 
комплексных чисел

г  = а + bi <->■ М(а; Ь)
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Что такое комплексное число 
и как выполняются арифметические 
действия с комплексными числами?

1. К омплексные числа.

К о м п л е к сн ы м  числом  назы вается число  
вида a + bi, где a mb  — действительные чис­
ла, a i — символ, называемый мнимой еди­
ницей.



Множество комплексных чисел обознача­
ют буквой С.

Действительное число а  отож дествляю т  
с комплексным числом a + 0-i .  Тем самым мы 
расширяем цепочку включений различны х  
числовых множеств: N c Z c Q c R c C .

Каждое комплексное число z  — это некото­
рый символ вида а + bi. Число а называется 
действительной частью числа г ,  а число Ь — 
его мнимой частью.

О пределение слож ен ия показы вает, что 
при слож ении комплексных чисел отдельно 
складываются их действительные и мнимые 
части.

2. П р а ви л а  сложения и умнож ения ком ­
плексных чисел. Комплексные числа склады­
вают по следую щ ему правилу:

(а1 + bi i) + (п2 + b2i) = a x + a 2+ (bx + b2)i.

По правилу умножения i ■ i = (0 + i) ■ (0 + i) = 
= - 1 ,  т .е .  кв а д р а т  мним ой единицы  р а в ен  
действительному числу  - 1 .  При умножении  
комплексных чисел просто раскрывают скоб­
ки по обычным правилам и заменяю т t2 на 
- 1:

(ах + bxi)(a2 + b2i) = а ха 2 -  ЪХЪ2 + (axb2 + a 2bx)i.

Обратим внимание на то, что не только i2 = 
= -1 ,  но и (-£)2 = -1 .

3. Сопряженные комплексные числа. Ком­
плексные числа а + bi и а -  bi называют со­
пряженными друг с другом. И х произведение 
равно действительному положительному чис­
лу а2 + Ь2. Если z  = а + bi ф 0, то а 2 + Ь2 ф 0 и

(a + b i ) ( a - b i ) *можно записать тождество:      = 1.
а +Ьг

a bi
Отсюда ясно, что число —   ; ^ явля-

а +Ь а 2 + Ъ2
ется обратным для числа а  + bi. Умея вычис­
лять обратное число, мож но поделить одно 
комплексное число на другое (отличное от 
нуля).

4. Изображ ение ком п лексны х  чисел.
Ч исло z  = а  + bi м ож но изобразить точ­

кой плоскости с координатами (а, Ь) (напри­
мер, М ( а ,  Ь)). При таком изображ ении сло­
ж ен и е к ом п л ек сн ы х ч и сел  соответствует

2 + i е
I
I

_____ I
1 2 *

Вещ ественная ось

Сопряженные числа

z  = а + bi 
z  = а -  bi

М  z
N = \ом\

Модуль комплексного числа
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+ z2

Сложение 
комплексных чисел

Противоположное 
комплексное число

Ы = 2

слож ению  радиусов-векторов. Геом етриче­
ская интерпретация ум нож ения ком плекс­
ных чисел будет рассмотрена в главе, посвя­
щ енной вращ ению  и тригоном етрическим  
функциям.

Сопряженные числа z  = а  + Ы и z  = а  -  Ы 
изображаются точками, симметричными от­
носительно оси абсцисс. Число \1а2 + Ь2, яв­
ляющееся расстоянием от точки, изображаю ­
щей число z  (говорят просто — от точки г),  
до начала координат, назы вается м одулем  
комплексного числа и обозначается \z\.

Отметим простые тождества:
1) И = |z|;
2) z - z  = \z\2 = а 2 + b2;
3) |z1z2| = \zi\ ■ \z2\;
4) z = z  о  действительное число.

Зачем понадобились 
комплексные числа?

С использованием комплексны х чисел у  
математиков появились новые возможности. 
Приведем некоторые из них.

1. Стало возможным находить корни лю ­
бых алгебраических уравнений. Теорема Га­
усса, которую называют основной теоремой  
алгебры, гласит, что всякое алгебраическое 
уравнение имеет хотя бы один комплексный  
корень.

2. Преобразования плоскости (параллель­
ный перенос, поворот, гомотетия, осевая сим­
метрия и их комбинации) записываются как 
некоторые простые операции над комплекс­
ными числами.

3. К олебательны е процессы  в м ехани ке  
и ф изике (распространение звуковы х и све­
товы х волн , эл ек тр ом агн и тн ы е я в л ен и я , 
свойства переменного тока) изучаются гораз­
до проще с использованием комплексных чи­
сел. Любому инж енеру представляется весь­
ма осмысленной следую щ ая фраза: «Рассмо­
трим проводник, по которому течет ток си ­
лой I  = / 0(cosd)f + i sin  со t)  А  (ампер)», хотя  
на первый взгляд появление «мнимого» тока 
не мож ет иметь физического смысла.

Вычитание  
комплексных чисел
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Почему с помощью 
комплексных чисел удобно задавать 
геометрические фигуры 
на плоскости?

В основе этого леж ит следую щ ее простое 
правило.

Теорема. Модуль разности двух комплекс­
ных чисел равен расстоянию меж ду точками, 
изображающими эти числа.

На рисунке видно, что векторы, соединяю­
щие точку z2 с точкой Zj, и начало координат 
с точкой Zj + (—z2), равны меж ду собой. П оэ­
тому число |zj -  z 2\, равное расстоянию от точ­
ки + (—z2) до начала координат, равно рас­
стоянию м еж ду точками z x и z2, что и требо­
валось доказать.

Как производятся вычисления 
с комплексными числами?

1. А рифм ет ические действия:
• (3 -  40  + (-5 + 70 = -2  + 3i;
• (3 -  4 0 ( -5  + 70 = 3• (-5) -  (-4) ■ 7 + (3• 7 + 

+ (—4) (—5))/ = 13 + 410
-5  + 7 i _ ( - 5  + 7i)(3 + 4i) -43  + 1 
3 - 4; ~ ( з - 4 ; ) ( з  + 4;) 25
43 1 .—------- 1 i\
25 25

1)2 =• (1 + о4 = (1 + 0 2(1 + о2 = (1 + 2;
= (2 0 2 = - 4 .

2. Запись уравнений р а зл и ч н ы х  кривы х с 
использованием геометрической инт ерпре­
тации модуля разност и д в ух  ком плексны х  
чисел:

1) окружность радиуса R  с центром в на­
чале координат: |z| = R;

2) окружность радиуса R  с центром в точ­
ке 2 0:

|z -  z0| = R;

3) эллипс определяется как геометрическое 
место точек плоскости, сумма расстояний ко­
торых до двух точек плоскости постоянна:

+ z г 21 = а.

\z i -  2г1 -  \М ,М 2\

Модуль разности  
двух комплексных чисел

| M F X\ + \MF2\ = 4 
\z + 1| + |z -  1| = 4 

Эллипс с фокусами F ,( - l;  0) 
и F2( 1; 0)
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Вопросы и упражнения
■

1. Вычислите:

1) (3 + 2г) + 3(-1 + 30; 3) (2 + 0 (-1  + 50; 5) г3; 7)
i

2) i -  2 -  (6 -  50; 4) (1 + 0(1  -  0; 6) (1 -  о 4; 8)
l - t

2. Разложите на линейные множители:
1) а2 + 4Ь2; 3) х 2 + 1; 5) х 4 -  4; 7) Xе -  64;
2) а4 -  &4; 4) х 2 -  2х + 2; 6) х 3 + 8; 8) х4 + 4.

3. Изобразите на плоскости множество комплексных чисел, удовлетворяющих 
следующим условиям:
1) N = 3; 3) \г -  2 + i| < 3; 5) \2г -  г| = 4; 7) \г -  i| = \г -  1|;
2) |г + г| = 2; 4) |г + 1 + 2i| > 1; 6) \iz -  1| < 1; 8) \z -  i| + \z + i| = 2.

4. Вычислите:

1) г13; г100; i1993; 3) o = - i  + ̂ i .  Найдите a4, a11, a 1992;

,  . \ 1 9 9 31 + t2) ( l  + O10; 4) .
Д - г у

5. Верны ли следующие высказывания:

1) число %/б является комплексным;
2) число а такое, что а2 = -4  является действительным;
3) число а такое, что a4 = 1 является действительным;
4) многочлен х2 + 4 можно разложить на линейные множители с комплексны­

ми коэффициентами;
5) точки плоскости, удовлетворяющие условию \г -  1| = 2, лежат на окружно­

сти радиуса 1;
6) если комплексное число равно своему сопряженному, то оно является дейст­

вительным;
7) если z = -г ,  то действительная часть числа z равна нулю.

Щ  Б Е С Е Д А
Числа и корни уравнений

Конструкции

Немецкий математик JI. Кронекер однажды сказал фразу, которая ста­
ла очень знаменитой: «Бог создал натуральные числа. Все другие — дело 
рук человека». Действительно, мы воспринимаем натуральные числа 1, 
2, 3, ... как нечто данное. Конструирование новых чисел на основе нату­
ральных можно связывать с различными задачами — например, строить 
числа, пригодные для записи решений уравнений.

Уравнение вида х  + а  = Ь, где а и & — натуральные числа, не имеет 
решений в натуральных числах, если а > Ъ. Строя решения этого урав-
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нения при л ю б ы х  натуральных числах а и  Ь, получим отрицательные 
целые числа (и нуль).

Уравнение вида а х  = Ъ, где а  и Ъ — целые числа, причем а ф 0 , так­
ж е не всегда имеет целые решения. Вводя рациональные числа, мы по­
лучаем возможность записать решения этого уравнения при любых це­
лых а  и b (с тем ж е ограничением а ф 0).

Неразрешимость в рациональных числах уравнения х 2 = 2 вызвала 
появление действительных чисел, которые мы сейчас представляем себе 
в виде бесконечных десятичных дробей. Среди них выделились преж де  
всего те, которые выражались через радикалы, т .е . через корни урав­
нений вида х п = а (а > 0). Эти числа мы будем более подробно рассма­
тривать в гл. 2. Разумеется, с помощью квадратных корней удалось ис­
следовать вопрос о решении квадратных уравнений.

Метод Аль-Хорезми
нахождения положительного корня квадратного уравнения

х2 + 10* = 39 
(х + 5)2 = 64
* + 5 = 8
* = 3

Кубическое уравнение было решено с помощью радикалов итальян­
скими математиками в XVI в.

Решение кубического уравнения

х3 = 1 
(* -  1)(х2 + * + 1) = 0 

*! = 1 
*2 + * + 1 = 0

-1  + 1л/3Хо 9 —2,3 2
Алгебраическая запись комплексных 
корней квадратного уравнения

Замечательно, что в случае, когда уравнение имеет три действитель­
ных корня, под квадратным радикалом будет стоять отрицательное чис­
ло и действительный корень запиш ется как сумма сопряженны х ком­
плексных чисел. Так, еще в XVI в. математики пришли к необходимо­
сти введения «мнимых» чисел.

Уравнение четвертой степени итальянцы быстро свели к кубическо­
му — метод его решения, предложенный JI. Феррари, был опубликован  
Д.К ардано в 1545 г. в его знаменитой книге «Ars M agna».

Геометрическое изображение корней 
уравнения х 3 = 1
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Д. Кардано (1501 — 1576) Н .Х . Абель (1802 — 1829) Э. Галуа (1811 — 1832)

Формула Кардано

нахождения корней уравнения х 3 + р х  + q = 0:

Для следую щ его шага потребовалось почти триста лет, когда нор­
в еж ск и й  м атем атик Н. Х енрик А бель (параллельно с итальянцем  
П .Руф ф ини) доказал, что не существует общей формулы для решения  
уравнения пятой степени.

Полное описание уравнений, корни которых можно выразить через 
их коэффициенты с помощью арифметических действий и извлечения  
корней, дал примерно в это ж е время замечательный французский ма­
тематик Э.Галуа. Он прожил всего 21 год и погиб на дуэли в 1832 г., 
однако именно с его именем связывается рождение современной алге­
бры. Глубокие работы Галуа были поняты только к концу X IX  в.

Итак, мы кратко проследили одну линию нахождения корней много­
члена — выражение корней уравнения через его коэффициенты с помо­
щью арифметически действий. Другая линия связана в большей степени 
с математическим анализом. Вопрос об обращении в нуль функции, зада­
ваемой многочленом, — это типичный вопрос учения о функциях. То, что 
действительных чисел недостаточно для описания корней многочлена, 
стало ясно еще после работ итальянцев в XVI в. Естественный вопрос — 
достаточно ли комплексных чисел для нахождения корня любого мно­
гочлена, не нужно ли добавлять к комплексным числам еще какие-нибудь 
новые числа — был решен немецким математиком К.Ф.Гауссом и опу­
бликован в конце XVIII в. Он доказал, что любое уравнение (даже с ком­
плексными коэффициентами) имеет комплексный корень.

Аксиомы

Описанный нами конструктивный путь ответа на вопрос: «Что такое 
число?» не является единственным. Современная математика предла­
гает вместо ответа на этот вопрос более точно сформулировать, каковы
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ж е свойства чисел, какие операции можно с ними выполнять. Разные 
числовые системы обладают разными свойствами этих операций. Н аи­
более богатой системой является поле. Система чисел образует поле, 
если обе операции (сложение и умнож ение) позволяют совершать об­
ратные действия (вычитание и деление).

Любая числовая система, обладающая двумя операциями, для кото­
рых выполняются девять аксиом, называется полем.  М ножества Q — 
рациональных чисел, R — действительных чисел являются полями.

Множества натуральных чисел N , целых чисел Z, положительных  
чисел R+ не являются полями.

Аксиомы поля не описывают полностью всех нуж ны х нам свойств 
действительных чисел. Они говорят только об арифметических опера­
циях над ними. Имеется ещ е обширная группа свойств, связанных с 
понятиями неравенства и расстояния меж ду числами. К этим свойствам 
мы вернемся при изучении начал математического анализа (см. гл. 
9).

Кроме «стандартных» полей Q и R существует много других полей. 
Особенно важными среди них являются так называемые конечные поля, 
т.е. системы, состоящие из конечного числа элементов и являющиеся  
в то ж е время полями. Если взять одно произвольное простое число р  
и рассмотреть остатки от деления другого произвольного целого числа 
на р  (их будет ровно р:  0, 1, 2, ..., р  -  1 ), то можно так естественно опре­
делить слож ение и умнож ение остатков, что они будут образовывать 
поле. Для этого надо совершать над остатками обычные операции как 
над целыми числами, а получившееся число заменять остатком от де­
ления на р  (говорят: вычислять по модулю р).

Например, над остатками от деления на 5 можно совершать все опе­
рации: 3 + 4 = 2; 3 -  4 = 4; 3 -2  = 1, т .е . -3  = 2, а -2  = 3 и т .д .

Аксиомы

1. Сложение и умнож ение  — ко м м ут а т и вн о  и ассоц и ат и вно , т .е .  
выполняются тождества:

1) а + Ъ = b + а;
2) ab = Ьа;
3) (а + Ъ) + с = а + (Ь + с);
4) (аЬ)с = а(Ьс).
2. Сложение и умножение обладают нейтральными элементами (нуль для 

сложения и единица для умножения):
5) а + 0 = а;
6) 1 а = а.
3. Выполнимы обратные операции:
7) для каждого числа а существует противоположное число (-а ), т .е . а + 

+ (~а) = 0;
8) для каждого числа а Ф 0 существует обратное число а 1, т .е . а а 1 = 1.
4. Дистрибутивный закон:
9) а(Ь + с) = аЪ + ас.
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2  Корни, степени и логарифмы

v у Г-

Занят ие  1 
Повторение пройденного

ах = а

га 2Л

-2 1
4

-1 1
2

0 1

1 2

2 4

3 8

4 16

5 32

6 64

7 128

8 256

Что мы знаем о степенях?

1. Степень числа с нат уральны м  показа­
телем. Пусть п > 1 — натуральное число; а — 
произвольное число.

Тогда а п — произведение га множ ителей, 
каждый из которых равен а:

а2 = а -а  — квадрат числа а; 

а 3 = а а -а  — куб числа а.

Натуральные числа определяются последо­
вательно,  начиная с единицы (N = 1, 2, 3...). 
Если нам известно некоторое число га, то сле­
дующим числом будет га + 1. Точно так ж е по­
следовательно можно определить степени с 
натуральным показателем:

считаем, что а 1 = а; 
зная а", полагаем а п+1 = а п ■ а.

2. Обобщение понятия степени на произ­
вольные целые показат ели.

Для любого числа а ф 0 определяем а~п = — ,
а п

где га — натуральное число.

Добавим определение степени с нулевым  
показателем:

а о = а п~п = —  = 1, а ф 0. 
ап
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3. Свойст ва ст епеней  с целыми п о к а за ­
телями:

• умножение: а т а п = а т+п;
• деление: а т : а п = а п п-,
• возведение в степень: (ат)п = а тп.
4. Геометрическая прогрессия. Геометри­

ческая прогрессия — это последовательность, 
задаваемая первым членом а 1 и рекуррент­
ным соотношением а п+1 = a n q,  позволяющим  
вычислить любой ее член, зная предыдущий. 
Постоянное число q называется зн а м ен а т е­
лем  прогрессии.

Формула общего члена: а п = а х qn~1.
qn — 1Сумма п членов: Sn = ах , (q ф 1).
<7-1

5. С т епенны е зави си м ост и  и ф ун кц ии .  
Выбрав любое целое число т, можно постро­
ить ст епенную функцию у  = k x m, определен­
ную при всех х,  если т  — натуральное число, 
и при всех х,  кроме нуля, если т < 0.

Нам известны графики и свойства степен­
ных функций при малых показателях т:

1) т  = 1 у  = kx
у  прямо пропорционально зависит от х;

2) т = -1  у  = —
х

у  обратно пропорционально зависит от х;
3) т = 2 у  = k x 2
у  квадратично зависит от х  (пропорциона­

лен квадрату х);
4) т  = 3 у  = k x3
у  пропорционален кубу х.

Как решаются следующие задачи?

1. У п рост и т ь  вы раж ение, содерж ащ ее  
степени с целыми показателями:

(а3)"2 (а-4)"1 = а_6+4 = а"2.

При возведении в степень показатели пе­
рем нож аю тся, при ум нож ении степеней — 
складываются.

2. Расположить  степени в порядке возрас­
тания:

Прямая пропорциональная 
зависимость

Обратная пропорциональная 
зависимость

Квадратичная функция

у = X3
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График функции у = 2к

Наибольшее значение 

функции у =  ̂ на [-2; -1]

Сумма вклада

п 1,1"
2 1,21

3 1,33

4 1,46

5 1,61

6 1,77

7 1,95

8 2,14

Приводим все степени к одному основанию:

26, 24, 2°, 2"2, 2~3.

Так как число 2 > 1 и 2* > 0 при любом це­
лом k, то 2 • 2k > 2k => 2*+1 > 2* при любом це­
лом /г. Следовательно, располагаем показате­
ли степени в порядке возрастания:

-3  < -2  < 0 < 4 < 6, 

и степени в соответствии с показателями:

2“3 < 2~2 < 2° < 24 < 26,

т. е. 8"1 < 2“2 < 1 —1 < 42 < ^
4 )  1,2

3. О п р едели т ь  п а р а м ет р ы  п рогрессии .  
В геометрической прогрессии а 2 = 3, а 5 = 81. 
Найти сумму ее первых десяти членов.

Вычислим знаменатель прогрессии: а 5 = 
= a 4-q = a 3 q2 = o 2 g3; 81 = 3q3, g3 = 27 => q = 3.

Определим первый член из формулы а 2 = 
— a x q, 3 = a i ■ 3, а  ̂ = 1.

с  , 310- 1  5 9 0 4 9 -1  о п с о .Сумма S 10 = 1 • ——— = ------—----- = 29 524.

4. Н айт и по графику  наибольшее значение

М  функции у  = — на промежутке [-2 ; -1 ] .  
х

На графике видно, что на указанном про­
м еж утке ф ункция у  убы вает. П оэтом у н а ­
ибольшее значение М  она принимает на левом

1 1конце промежутка: М  = —  = .

5. Определить сумм у вклада .  Банк начис­
ляет по вкладу еж егодно х  %. В конце года 
процент добавляется к вкладу. Каков будет 
вклад через п лет?

Обозначим исходный вклад через А .  В кон-
X (це года он станет равным А  + А ------- = А  1 +

100 I
х ^

+ —  . Таким образом, вклад через год по-

1 хлучается ум нож ением  на число  ̂ + ^qq-

Г еом етрическая прогрессия А , A g , A g 2, ... 
дает последовательность вкладов на каждый  
год.

28



Формула для вклада А„ через п лет А п =

= А\ 1 +
100

процентов.

называется формулой сложных

Формула сложных процентов

Вопросы и упражнения
■

1. Вычислите:

1) 210; 3) f |

4) 5°;
2) 1~5 ;

1)

2. Упростите:

—Т : f—
Ъ2 )  ( а 4

3. Какое из чисел больше:
1) 2434 или З20;

2) 6615 или 102112;

4. Найдите х  из уравнения:

б) 4 2 - у  + 2-3;

6) (53Г2.(0,1)-6 - ( 4 - 3) 1.

2) а
V 2

3) 5013 -  З993 или (501 -  399)3;

4) 9 2 или f i j  ?

1) 2 * = — ; 
16

2) 102х3 = !; 3) 1  =81; 4) | Т  = А .

5. Первый член геометрической прогрессии (ап) равен 1, а знаменатель q = 1,1. 
При каком наименьшем п член ап станет больше двух?

6. Определите по графику, для каких х  значения функции у = 2х2 больше или 
равны значениям функции у  = х 3.

7. Каково множество значений функций у  = хк при k = -1 ; 1; 2; 3?

8. Найдите наименьшее и наибольшее значения функции у = х~2 на промежутке
[-3; -2].

Занятие 2 
Корень п-й степени

Что такое корень n-й степени 
и каковы его свойства?

1. Определение. Пусть п > 1 — натураль­
ное число; а  — произвольное число.

Корнем п-й степени  из числа а  называется 
число b такое, что Ъп = а.

а > 0
х 2 = а, х  > 0

х  = Va

'Jo2 = |a|
yjan = а  при а > 0

myjan = л/a при а > 0
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п %/п

2 1,41

3 1,73

4 2

5 2,24

6 2,45

7 2,65

8 2,83

9 3

10 3,16

Ребро куба

а

V =  а3 

а  = yfv

Диагональ квадрата

Диагональ куба

Н апример, число 3 является корнем 4-й  
степени из числа 81, так как З4 = 81. Число 
-3  также является корнем 4-й степени из чис­
ла 81, так как (-3 )4 тож е равно 81.

На языке уравнений можно сказать, что

Корень п-й степени из числа а  — это корень 
уравнения

х п = о.

2. Существование.  При а > 0 для любого 
натурального п > 1 сущ ествует ед и н ст вен ­
ный положительный  корень n -й степени из 
числа а. Он обозначается с помощью знака  
радикала: при а > 0 %/а — это такое число Ь, 
что Ь > 0 и Ьп = а.

Обозначение %/а распространяется на а = 0: 
л/о = 0 и на а  < 0 (при нечет ных п): если п = 
= 2k + 1, то

%/—а = —%/а.

Например, у/-2 7  = -^ 2 7  = - 3 .
3. К оличест во корней. Уравнение х п = а 

(п > 1, натуральное число) имеет следую щ ее 
количество корней:

1) п — четно:
• нет корней при а < 0;
• один корень х = 0 при а = 0;
• два корня
х  = у/а и х  = -%/а при а > 0;

2) п — нечетно: один корень %/а при лю­
бом а.

4. Свойства радикалов:
1) =!&■!&; а , Ъ >  0;

2) = $ ;  а > 0, Ъ > 0;
П  ф ,

3) VVa = mVa; а > 0;
4) 0 < а < Ь => ^  <^Ъ .

Зачем вводятся корни n-й степени?

Н ахож дение корня n -й степени или, как 
традиционно говорят, извлечение  корня п-й 
степени — это операция, обратная  возведе­
нию в степень положительного числа:



а" = Ъ <=> а  = \[ъ (при а > О, Ъ > О).

Например, объем V  куба с ребром а  равен 
кубу числа а: V  = а 3. Обратно, ребро а куба  
объемом V  является кубическим корнем из 
числа V: а  = y jv .

Почему выполняются 
сформулированные свойства корней?

1. Вопрос сущ ест вован и я  корней — это 
фактически вопрос построения новых чисел. 
Как отмечалось ранее, диагональ квадрата со 
стороной 1 является квадратным корнем из 
числа 2. Зная лишь рациональные числа и не 
сомневаясь в существовании диагонали квад­
рата, древнегреческие математики были вы­
нуждены открыть число л/2, т. е. ввести в рас­
смотрение квадратные корни не только в тех 
случаях, когда такие корни могли выражать­
ся через известны е до этого рациональные 
числа.

Построив множество всех действительных 
чисел — например, с помощью бесконечных 
десятичных дробей, — математики нашли су­
ществование у[а при любом п и а > 0.

Когда понадобились, например, квадрат­
ные корни из отрицательных чисел (которых 
не может быть среди действительных чисел), 
итальянским математикам XVI в. пришлось 
ввести новые числа, которые стали называть 
мнимыми  числами.

2. В опрос ко л и ч ест ва  корней реш ается  
сравнительно легко. То, что не мож ет быть 
более одного положительного корня из поло­
жительного числа, доказывается с помощью  
свойств неравенств. Пусть Ьг и Ъ2 являются  
различными положительными корнями п-й 
степени из числа а. Если числа различны, то 
одно из них больше другого, например, Ъх > Ь2. 
Перемножая неравенства с положительными 
членами, получим >Ь2, т .е . а > а,  что не­
верно.

3. Свойства ради калов  проверяются с по­
мощью свойств степеней. Например, как до­
казать, что %/аб = л/а • ч/б для а , Ъ > 0? По оп­
ределению y[ab — это такое положительное

Извлечение корня 
п-й степени — операция, 

обратная возведению 
в п-ю степень 

положительного числа

Любопытно:
число

4а + \[ь,
где а и b — целые числа, не яв­
ляющиеся квадратами, не мо­
жет быть целым числом, но мо­
жет быть к нему очень близко.

Упражнение: в десятичной 
записи  числа л/98765 432 +
+ V80998562 пять знаков после 
запятой таковы: ..., 00001.

Вычислите с помощью каль­
кулятора целую часть этого 
числа.

П рим еры .

Упростить следующие вы­
ражения, содержащие ради­
калы:

• = W 'W  = 2W  — по 
первому свойству радикалов;

/б УЕ 1 з/г
• )] g -  Щ  ~ 2 "™ по второ­

му свойству радикалов.
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П р и м е р ы

Упростить следующ ие вы­
р аж ения, содерж ащ ие ради­
калы:

• V1 - 2 W + W .

Под квадратным корнем сто­
ит полный квадрат

V(l -  х/з)2 =л/3- 1.

При извлечении квадратного 
корня из а2 мы учли знак а:

1 - W < 0 => W - i > o .

Таким образом:

V l-2 ^ 3  + ̂ 9 =

= >/( 1-^ /з)2 = W -1 ;

1
4/2 — 1"

Домножим числитель и зна­
менатель на неполный квадрат 
суммы чисел \[2 и 1 (^2 4- 1) 
и получим

1 J [ i  + ^ 2 + l
^/2-1 '  2 - 1

= ^ 4+ ^ 2+ 1.

число, га-я степень которого равна afc. При 
этом нам известно, что такое число является 
единственным. Проверим, что число yfa-yfb 
удовлетворяет этим условиям. Оно полож и­
тельно (как произведение двух полож итель­
ны х ч и сел ) и его  n -я ст еп ен ь  р авн а  аЪ:

Как решаются задачи 
с использованием корней?

• Дано:  последовательность частот звуков 
образует геометрическую прогрессию; а 1 = а;

— 2 a .
Н айт и: q.
Решение: так как a 10 = a 1-q9, то q удовлет­

воряет уравнению  2а = а • q9, т. е. qg = 2 и
q = V2 .

• Упростить выражение:

Узб-^ОО
W -V s

Разложим числа, стоящие под знаком ради­
кала, по степеням простых чисел и воспользу-

4/22 . з 2 . з^22 ■ 53
емся свойствами радикалов

л/2 • л/3 • л/22 ■ 5 %[2? е к
у/2 ■ л/з = W  V2

= 2 -5  = 10.

л/2 • л/3

Вопросы и упражнения
■

1. Какие из следующих чисел являются рациональными:

1) (l + л/2)2; 2) W5; 3) . ^  + ^  ; 4) Ш * ?
V ' л/ l  ООО + л/10 ООО V У

2. Всегда ли верны равенства

1) л/a® = а 3; 2) л/а3 = а 4?

3. Вычислите:

1) л/б-л/ТО-л/15; 2) л/б • л/125 -  л/216; 3) 4) л/9-4л/5.
V 125
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4. Какие из чисел больше:

1) л/0,999 или 0,999; 3) JlO  ООО или 21;

2) V2007+V2009 или 2^2008; 4) 1 + или 2х/2-3?
1 — V2

5. Упростите выражение:

Jab
1) #  +  ^  + 2  

vfr Vo Ja +Jb
2) х/5

2 -JE '
3 )

l - x / 2  ’
4)

J2+ J3 + JE '

Занятие 3 
Степени

Что понимается под степенью 
с произвольным показателем?

1. Ст епени а х при р а з л и ч н ы х  за д а н и я х  
числа х.  Пусть дано положительное число а. 
Как возвести его в степень х? Ответ зависит 
от того, как задано число х:

1) х  — целое число. Как определяется сте­
пень с произвольным целым показателем, мы 
повторили ранее;

2) х  — рациональное число, записанное в
kвиде х = —, где к — целое число; п — нату- 
п

ральное.

- г -По определению  а п = J a k . Число а к нам 
известно (см. занятие 1). Оно положительно 
и для него однозначно определен положитель­
ный корень п-й степени;

3) х  — произвольное действительное чис­
ло, заданное последовательностью рациональ­
ных приближений х 0> х х, х 2, ..., х П, ...

Числа х, рациональны. Их можно записать
k-

в виде обыкновенных дробей xt = — . Тогда
Щ

становятся однозначно определенными числа
h.

yt = a x‘ = a n‘. П оследовательность у 0, у г, ..., 
ук, ... является последовательностью прибли­
жений к некоторому числу у,  которое и при­
нимается за степень ах.

2. Свойст ва степеней.  На степени с лю­
быми показателями переносятся свойства сте­
пеней с целыми показателями:

Историческая справка

Положительные дробные по­
казатели первым использовал 
французский ученый Н. Орем 
(1323 — 1382).

Нулевой и целые отрицатель­
ные показатели появились бо­
лее чем через 100 лет и также 
во Франции (Н. Шюке).

Графики степенных функций 
с положительными дробными 

показателями

П р и м е р
Для вычисления степени 2" 

представим число л в виде бес­
конечной десятичной дроби

п = 3,1415926...

Запишем последовательность 
десятичных приближений к чис­
лу л в виде

_ _  _ 3 1  314
Хг\ — О « Хл — * Хп  — •

1 10 2 100
3141 

Хо =   и т.д.
3 1000
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Затем рассмотрим числа 
2*° = 8,

2*i = 4 /2^  = 8,574,

2*2 = 10̂ 2Н1 = 8,815 и т.д .

Данная последовательность 
определяет некоторое число г/, 
которое и является степенью  
числа 2я.

Первые десятичные знаки  
числа 2я таковы: 2я = 8,825... .

Свойства степеней

(ab)n = апЪп
аГ_
Ъп\ь) ъп

а* I4 а8

П р и м е р ы

(а2Ь)3 = авЬ3
2 '

ь12
— при возведении в степень по­
казатели степени перемножа­
ются;

. з2-з3 = з2+3 = з5
— при умножении показатели 
степени складываются.

*L
гг = п п1 =

кДействительно,если г ■
k rti

= — , то k1n2 = k2n1. 
п2

С одной стороны, аГ = а п' =
  *2

= Va*1, а с другой — аг = а Пг =

= "л/а*2".
О д н а к о  = п' Ч а ^  =

= "‘"л/а 2Л> = "Vo*2".

• умножение: а т а п = а т+Л;
• деление: а т:а п = а п ~п;
•  возведение в степень: (ат )п = а тп.

Зачем вводятся степени 
с произвольным показателем?

1. С помощью степеней с рациональным  
показателем можно свободнее выполнять пре­
образования.

2. Есть много величин, зависящ их от вре­
мени t, значения которых при t  = 0, 1, 2, 3,
п, ... составляют геометрическую прогрессию  
со знаменателем q > 0: а0, a 0q, a0q2, ... В фор­
муле а п = a0qn число га является натуральным 
числом. Однако часто оказывается так, что 
данная величина a = a(t) меняется непрерывно 
со временем и ее зависимость от времени вы­
ражается аналогичной формулой a(t) = a0qf, 
где время t принимает не только натураль­
ные, но любые действительные значения.

Почему данные нами определения 
степени имеют смысл и как доказать 
свойства степеней?

1. Определение  степени с рациональным  
показателем внешне зависит от записи числа

в виде дроби г  = —. Эта запись неоднозначна 
л

9 3(например, —  = —), однако значение а г от этой

записи не зависит.
2. Осмысленност ь  (или, как говорят ма­

тематики, коррект ность)  определения сте­
пени с произвольным вещественным показа­
телем проверить непросто. Обратим внима­
ние лиш ь на два вопроса, нуж даю щ иеся  в 
проверке:

1) если х 0, х 1у х 2, ... — последовательность 
рациональны х приближ ений к некоторому  
числу, то будет ли последовательность а х°, а х' , 
а*2, ... вообще приближаться к какому-либо 
числу? Для этого достаточно проверить, что 
эти числа сближаются меж ду собой, т.е. что 
разность а Хп" -  а Хп будет сколь угодно малой;
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2) если изменить последовательность раци­
ональных приближений к одному и тому ж е  
числу, то будут ли соответствующие последо­
вательности степеней приближаться к одному 
и тому ж е числу?

3. С войст ва ст епеней  с рациональными  
показателями доказываются на основе свойств 
радикалов, а затем переносятся на произволь­
ные показатели.

Как используются степени 
с произвольным показателем 
при решении задач?

1. Вычисление степеней через корни:

■ •Г #
7 1+1

2) а 6 = а 6 = ау/а.
2. П риведение к одному основанию:

i з

запишем числа 9 3, 27"1, , л/81 в виде

степеней числа 3 с рациональным показате­
лем:

1 1 2 
93 = ( з 2)з = 33, 27 1 = (З3)”1 = З 3,

з

i j  4 = (З-1)- * = 34, ^/81 = $ 3 * =  Зз.

3. Преобразование выражений:

1 1 
X3 + у  3

4. Решение простейших уравнений:
3 4

1) х 4 = 2 = >  х = 2 3 ;
2 з _з

2 )(х  - 1 )  з = 3 => д: - 1  = 3 2 => х  = 1 + 3

4 4 / 2 2 \ /  2 2 \
х з ~уЗ  [х 3 - у 3 Д х 3 + у 3)
~  Г = I I
х 3 + у 3 х 3 + г/3

Неравенство Бернулли

При сравнении степеней час­
то приходится пользоваться  
различны ми неравенствами. 
Докажем полезное неравенство 
(частный случай знаменитого 
неравенства Бернулли): пусть 
х > 0, п > 1, тогда

(1 + х)п > 1 + пх;
1 х 

(1 + х)п <1 + - .
п

Доказательство.  Заметим, 
что второе неравенство вытека­
ет из первого. Подставим в пер­
вое неравенство вместо х  число 
х— и извлечем корень л-и сте- 
п

пени.
Для доказательства первого 

неравенства применяем индук­
ционное рассуждение:

(1 + х)п+1 = (1 + х)" (1 + х) >
> (1 + пх) (1 + х);
1 + (п + 1)х + пх2 >

> 1 + (п + 1)х.

Осталось проверить нера­
венство при п = 2.

На самом деле неравенство 
Бернулли верно не только для 
х > 0, но и для -1  < х < 0. Оно 
обобщается для произвольного 
показателя г.

С пом ощ ью  н ер ав ен ств а  
Бернулли можно сделать про­
верку того, что аг близко к а8, 
если показатели г и s близки  
между собой.

Пусть s > г  и а > 1.

as -  ar = ar (as r-  1) и s - r  < —.
1 п  

Тогда as r < а п. Запишем а в ви- 
де а = 1 + х, где х > 0. Получим

1 х
as~r - 1  < (1 + х )п - 1 < - .

п  хОкончательно: а3 - а г < а г —.
п

Ясно, что за счет выбора боль­
шого п разность а3 -  аг может 
быть сколь угодно малой.
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Вопросы и упражнения
■

1. Запишите в виде степени с рациональным показателем:

1) V2; 3) ^  5, <Й7,

2) 4 ) л/25; 6)*"Й
2. Запишите с помощью радикалов:

1 ) 3 2 ;

3
2) 2" 2;

2

3 ) 53;

6
4) 3 5;

5)

6) 50,5;

10
3

3. Выполните действия:
i l l

1) 2 22 24 28; 3) V5W
^27 ;

7) 2-0,25;

8> Г-
5) [(«■)! J ;

1 1 
9) 22-55;

-1
Ю)

/
2)

2
23

5

v46 у

4)
2 5

а 3а 4
3 1 5

а 2а 3
6)

1 1 
33 .73

4. Расположите числа в порядке возрастания:

1) 2 4; 2; - ;  23; 2 з; 
1

1) 2
2) ; 9 3; З4; | -

3
1V2

4) З3; (—2)3;
; 8 ; 2 -

5. Докажите неравенство:

11 М  457 
1 1 1  

2 ) 33 > 4 4  > 5 5 ;

1 1  1 
3) 20032 +20052 <2-20042;

4) 2Ю0 + Ю 1 1 >1.

6. Решите уравнения, построив графики степенных функций (или их комбина­
ций), стоящих в его левой и правой частях:

_ \2
1) х 3 = 2 -  х;

2 ) 2л:3 = — х  + 1 5 ;  
2

3) Зл:3 = |jc -  4|;

4) х 4 = 5х + 6;

5) 1  = | | *  + Д | ;

6) Л  = х - 1 .
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Занятие 4 
Логарифмы

Что такое логарифм?

1. Определение.

Логарифмом  числа с по основанию а  назы­
вается такое число Ь, что а ь = с, т .е . пока­
затель степени, в которую надо возвести  
основание, чтобы получить с: Ъ = logac.

Основание и число, стоящее под знаком ло­
гарифма, долж ны  быть полож ительны м и. 
Кроме того, предполагается, что а Ф 1.

Если основание а = 10, то такой логарифм  
числа с называется десятичным  и обознача­
ется lg c , т .е . lg c  = log10c.

2. Свойства логарифмов.  Свойства степе­
ней и логарифмов связаны меж ду собой:

Свойства степеней Свойства логарифмов

=  ab,+b2
a 6* к . 
—  = a 6l"b2 
a *2

(ab)k = a bk
b

y[a* = a n

l o g a ( c 1C2) =  l o g aC! +  l o g ac 2

l o g a — =  l o g a c 1 - l o g a c 2 
C2

l o g  ac*  =  f t l o g  ac  

l o g a y /c  =  •—l o g a с
Tl

3. Основное логарифмическое тождество. 
Равенства а ь = с и b = logac выражают одну и 
ту ж е связь меж ду числами а, b и с.

П одставляя в равенство а ь -  с представ­
ление числа Ъ в виде логарифма, получаем  
основное логарифмическое тождество:

а}°*°с = с.

Подставляя в равенство Ъ = logac представ­
ление с в виде степени, получаем ещ е одно 
тождество:

logaa 6 = Ъ.

4. П ереход к новому основанию. Логариф­
мы чисел по разным основаниям пропорцио­
нальны друг другу:

logax  = k lo g bx.

Историческая справка

Первые таблицы логарифмов 
были фактически построены не­
мецким математиком М.Шти- 
фелем (1487— 1567).

Ш отландский м атем атик  
Дж. Непер в работе «Описание 
удивительной таблицы лога­
рифмов» (1614) изложил свойс­
тва логарифмов, правила поль­
зования таблицей и привел при­
меры вычислений.

С тех пор долгое время ло­
гарифмы называли «неперовы­
ми».

Дж. Непер 
(1550— 1617)

Независимо от Д ж . Непера 
швейцарский математик, астро­
ном и часовой мастер И.Бюрги 
(1552 — 1632), работавший с ве­
ликим И. Кеплером, опублико­
вал в 1620 г. аналогичные, хотя 
и менее совершенные, логариф­
мические таблицы.

Основное логарифмическое 
тождество

alog-c = с
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Приложения логарифмов

1. Полет ракеты перемен­
ной массы.

Формула Циолковского свя­
зывает скорость ракеты и с ее 
массой т:

v = k v ^ g ^ - ,  
т

где и1 — скорость вылетающих 
газов; т0 — стартовая масса ра­
кеты; k — коэффициент.

Скорость истечения газов щ 
при сгорании топлива невелика 
(в настоящее время она меньше 
или равна 2 км/с).

Логарифм растет очень мед­
ленно, и для того чтобы достичь 
космической скорости, необхо­
димо сделать большим отноше­

ноние —- ,  т.е. почти всю старто- 
т

вую массу отдать под топливо.

2. Звукоизоляция стен. 
Коэффициент звукоизоля­

ции стен измеряется по следу­
ющей формуле:

В = Alg^o,
Р

где р 0 — давление звука до пог­
лощения; р  — давление звука, 
прошедшего через стену; А  — 
некоторая константа, которая 
в расчетах принимается равной 
20 дБ.

Если коэффициент звукоизо­

ляции D х 20 дБ, то lg —  = 1 и
Р

р0 = Юр, т.е. стена снижает дав­
ление звука в 10 раз (такую зву­
коизоляцию имеет деревянная 
дверь).

Применение свойств 
логарифмов

1. Вычисление логарифмов.
• log2256 = loga28 = 8;

• lg0,001 = lglO 3 = -3;

• lg^/lO = ilg lO  = ^.

Коэффициент пропорциональности k вы­
числяется следую щ им образом:

k = — -—  или k = logаЪ. 
log a

Его называют м одулем  перехода  от одно­
го основания логарифма к другому.

В частности,

logaX = l o g j - ,
-  X

так как logax  = lo g 1x / l o g 1a = - l o g 1x =  log! —.
a a a a X

Зачем нужны логарифмы?

Однажды на такой вопрос ответил П. Лап­
лас, который сказал, что изобретение лога­
рифмов удлинило ж изнь астрономов. Д ей ­
ствительно, первое назначение логарифмов  
состояло в упрощении сложных вычислений, 
при котором умножение с помощью логариф­
мов заменялось сложением. Еще недавно каж ­
дый инженер носил в кармане логарифмиче­
скую  л инейку, с помощ ью которой мож но  
было выполнять разные подсчеты, выполня­
емые сейчас на калькуляторе.

С помощью логарифмов можно решать за ­
дачи, обратные возведению в степень: если  
а х = Ъ, то неизвестное х  мож но записать как 
logab. При этом важна не сама возмож ность  
записи, а то, что, меняя Ъ, т .е . рассм атри­
вая х  = logab как функцию  от Ь, мы обнару­
ж иваем  новый характер  ф ункциональной  
зависимости.

Л огарифмические функции значительно  
пополнили запас зависим остей, доступны х  
сравнительно простому изучению.

Почему логарифмы обладают 
такими удобными свойствами?

1. Д оказат ельст во  правил логарифмиро­
вания.  Все правила логарифмирования дока­
зываются с применением свойств степени.

Докаж ем, например, правило логарифми­
рования произведения: логарифм произведе­
ния равен сумме логарифмов.
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Обозначим logac x = Ъх, logac2 = b2. По основ­
ному логариф м ическом у тож деству имеем  
а6* =Сц а®2 = с 2.

Перемножим эти равенства:

О61 О*2 =С!С2.

По свойству степеней  a^a*2 = a bl+b2, т .е .  
схс2 = а 61"1"62. По определению логарифма Ьх + 
+ &2 = loga(c!C2), тогда

loga(c1c2) = logacx + logac2,

что и требовалось доказать.
2. Д оказат ельст во  формулы для модуля  

перехода. Прологарифмируем основное лога­
рифмическое тождество а 1ое“х = х  по основа­
нию Ь:

logax ■ log„a = \ogbx,

откуда

logax iQgftX
log b a '

Эту формулу часто читают следующим об­
разом: логарифм числа по новому основанию  
равен логарифму числа по старому основа­
нию, деленному на логарифм нового основа­
ния по старому основанию.

Коэффициент пропорциональности можно 
записать в виде

k = logafe,

так как logab ■ log6a = 1 (положите в формуле 
х = Ъ).

2. Логарифмирование.

Д а н о : А = ( l0 0 a 3i>) . Н а й ­
ти: IgA.

Р еш ен и е .  IgA = з [ lglOO + 

2,+ —lga + lgbj = 6 + 21ga + 31gb.

3. Потенцирование (нахож­
дение выражения по его лога­
рифму).
log2A = -1  + 2 log2a -  3 log2b => 

=> log2 А = log2 i  + log2 a2 -

-log2b3 = lo g 2
2 b3

= > A =  l a 2 : 6 3 = 4 .
(2  ) 2b

4. Переход к одному основа­
нию.

Дано: А  = lo g x а  -  l o g ^ a  +

+ 21og8a. 4
Перейти  к основанию 2. 
Р е ш е н и е . З а м е т и м , что  

log22* = k — это поможет устно 
находить модуль перехода.

1 = log2a log2a |2  log2a _

log21  log2 V2 
4

' 1_
-2 1/2 3

log2 8

= log2a| — + -  | =

= log2a| - i - 2  + |  = - ^ l o g 2a.

Вопросы и упражнения
■

1. Вычислите:
1) logaa, logal ,  log„a5, logu , loga Va, log„ Va3;

1 a V22) l o g , - ,  logx2, lo g j l, logx 8, logi V2, lo g ,— ;
2 2 2 2 2 2

3) log327, log3i ,  log9^ ,  log2V2, loSv2 4’ logV5 ^ ® -

2. Прологарифмируйте данное выражение по основанию a:

1) А = л:4; 3 ) А  = ^  5) А =
3V3d ’ “  2- \ -± ’_ a 3t>4c 2

2) А = 2а2х 3у*; 4) А = — ; 6) А = a3(a -  2)(a -  5).
ab
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3. Найдите выражение А по логарифму:
1) logаА  = 3 + 21ogab;
2) InA = In sin д: -  In cos д: (In — логарифм с основанием е (е ~ 2,71828), называ­

емый натуральным логарифмом);

3) IgA = - l  + ^ lg (* :- l) -3 1 g x .

4. Определите, какое из чисел больше:
5) log34 или 1;1) log32 или 0;

2) log , 3 или 0;

3) log5 — или 0;

4) logj — или 0;

6) log, — или 1;
7 8

7) log23 или log25;

8) log27 или log2—;

9) log, 7 или log, 10;
3 3

10) lo g ! - И Л И  log! —.
i 5 5 7

5. Замените логарифмы log, a, log8a, log, a, log^a, log3a логарифмами по осно­
ванию 2. 2 4

6. Найдите:
1) log89, если log1218 = a; 3) log250 1 20, logg20 = a, lg2 = b.

2) logg15, если l o g ^  25 = a;

З а н я т и е  5

Показательные и логарифмические функции

Семь арифметических операций Что нового дают степени 
и логарифмы для изучения функций?

1. О дна за ви си м о ст ь  — т ри ф ун к ц и и .  
Рассмотрим три переменные х, у  и г ,  связан­
ные зависимостью z x = у.

Зафиксируем значение переменной z  = а,  
потребовав, чтобы выполнялись условия а > 0, 
а Ф 1. М ожно записать связь м еж ду двумя  
остальными переменными в виде у  = а х. Ме­
няя произвольно х,  получим показат ельную  
функцию,  или экспонент у.

Выразим из этого ж е соотнош ения у  = а х 
переменную х  как функцию от у: х  = logay.  
Меняя у  в качестве аргумента, получим лога ­
рифмическую функцию.

Если в том ж е соотношении z x = у  зафик­
сировать показатель х  = k, то получим уж е  
знаком ую  степенную  функцию  у  = z k. Еще
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одну степенную функцию получим, выражая 
1

г  через у: г  = у к.
Разум еется, во всех этих переходах надо 

следить за ограничениями, которые наклады­
ваются на переменные. Мы уж е это сделали  
для показательной функции у  = ах, считая, 
что а > 0 , а Ф 1.

Для логарифмической функции х  = logay 
необходимо дополнительно потребовать, что­
бы у  был полож ительны м , так как а х > О, 
и для определения х  из соотнош ения а х = у  
нужно, чтобы у  был больше 0.

Подумайте самостоятельно, какие ограни­
чения нуж но налож ить на переменны е для  
рассмотрения степенных функций.

2. С в о й с т в а  и гр а ф и к  п о к а з а т е л ь н о й  
функции у  -  ах:

• область определения: множ ество всех  
действительных чисел R;

• монотонность: при а > 1 функция у  = а х 
возрастает, при 0 < а  < 1 — убывает;

• положительность: значения функции у  = 
= ах положительны;

• область значений: все полож ительны е  
числа, т .е . интервал (0, +<»).

3. С войст ва  и граф ик логариф м ической  
функции у  = logajc:

• область определения: х  > 0;
• промежутки постоянного знака:
-  при а > 1

у  = 0 при х  = 1; 
у  < 0 при 0 < х  < 1; 
у  > 0 при х  > 1;

-  при 0 < о < 1
у  < 0 при х  > 1; 
у  > 0 при 0 < х < 1;

• монотонность: ф ункция у  = lo g ax  при 
а > 1 возрастает на всей области определения, 
при 0 < a < 1 — убывает;

• область значений: множество всех дей ­
ствительных чисел R.

Зачем нужны показательные 
и логарифмические функции?

1. П родолж им примеры  различны х про­
цессов, которые описываются с помощью по-

Графики 
показательных функций

у = ах, а>1

у=ах, 0<а< 1

Графики 
логарифмических функций

2
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Радиоактивный распад

Увеличение численности 
населения

1
а

Барометрическая формула

Таблица логарифмов

а log2a lg a

2 1 0,30103

3 1,58496 0,47712
к 1,65149 0,49715

5 2,32193 0,69897

10 3,32193 1

1024 10 3,01030

(Найдите связи между чис 
лами этой таблицы!)

казательны х и логариф м ических ф ункций  
(два примера — полет ракеты переменной  
массы и звукоизоляция стен — были рассмо­
трены на предыдущем занятии).

• Радиоакт ивны й распад.
Изменение массы радиоактивного вещества

происходит по ф орм уле m (t ) = m 0-2~kt, где 
т 0 — масса вещ ества в начальный момент 
t = 0; т  — масса вещества в момент времени 
t; k — некоторая константа (период полурас­
пада).

• Рост народонаселения.
Изменение численности населения в стра­

не на небольшом отрезке времени с хорошей  
точностью описывается формулой N  = N 02at, 
где N 0 — число людей при t  = 0; N  — число 
лю дей в момент времени t; а  — некоторая  
константа.

По аналогичной формуле вычисляется и з­
менение числа особей в популяциях ж ивот­
ных при определенных условиях (например, 
когда достаточно пищи и нет внеш них вра­
гов).

• Баромет рическая формула.
Давление воздуха убывает с высотой (при

постоянной температуре) по закону р  = р 0е н , 
где р 0 — давление на уровне моря (Л = 0); р  — 
давление на высоте h; Н  — некоторая кон­
станта, зависящая от температуры. При тем­
пературе 20 °С Н  * 7 ,7  км.

2. Роль основания а. Н ужно ли рассматри­
вать показательные и логарифмические функ­
ции при различных основаниях о?

На самом деле достаточно было бы ограни­
читься одним основанием, наприм ер, взяв  
а = 10. Действительно, ах -  10**, где k = lg а:

а х = ( l 0 lga У = 10(‘ga)* = 10**, А = lga.
По формуле перехода к другому основанию 

получим

logax  = klgx,  где k = — .
lg a

Поэтому вместо функций вида у  = а* м ож ­
но рассматривать функции с одним и тем ж е  
основанием, но с коэффициентом при значе­
нии аргумента: у  = 10**. Аналогично и для
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логарифмических функций достаточно было 
бы рассматривать функции с фиксированным 
основанием, но с коэффициентом при значе­
нии функции: у  = k\gx.

Н екоторы е основания а играю т особую  
роль:

• а = 10 (десятичный логарифм). Посколь­
ку мы записываем числа в десятичной систе­
ме счисления, запись числа в виде А  = 10lgA 
помогает понять порядок числа А .  Заметим, 
что для натурального числа А число [IgA] + 1 
показывает число цифр в десятичной записи 
числа А  ([а] обозначает целую часть числа а);

• а = 2 (двоичный логарифм). В информати­
ке используется двоичная система счисления;

• а = е (нат уральны й логарифм).  Это чис­
ло названо в честь JI. Эйлера, оно иррацио­
нально и приблизительно равно 2,7 .

Почему выполняются перечисленные 
свойства показательных 
и логарифмических функций?

1. М онот онност ь показат ельной  ф у н к ­
ции. Возьмем основание а > 1. Докаж ем, что

< х2 => а х‘ < а Хг. Сначала заметим, что ах > 1 
при х  > 0 (подумайте, почему).

Далее выполним преобразование: а*2 -  а*1 = 
= a*1 {aX2~Xl - 1). Оба множителя в этом произ­
ведении положительны, поэтому а Х2 > a Xl.

Заменяя а  на —, получим доказательство 
а

того, что у  = ах при 0 < а  < 1 убывает на всей 
числовой оси.

2. М онотонность логарифмической ф ун к­
ции. Пусть а > 1.

Докаж ем, что 0 < х х < х 2 => loga*! < \ogax 2. 
Сначала заметим, что logax  > 0 при х > 1 (по­
думайте, почему).

Выполним преобразование: loga х2 -  loga х х =

= loga —  > 0, так как 0 < < х2 => —  > 1.
* i  * i

Заменим а  на — , тогда 0 < — < 1 ; log! х2 -
а а -

- lo g j  *! = logj —  = loga—  < 0, так как —  < 1 .
а а Х1 *2 *2

Логарифмы, имеющие 
примечательные основания

• IgA — десятичный логарифм 
числа А
(основание а = 10);

• log2A — двоичный логарифм 
числа А
(основание а = 2);

• 1пА — натуральный лога­
рифм числа А  
(основание е а 2,7).

Показательная функция

Касательная к графику функ­
ции у  = ех в точке (0; 1) наклоне­
на к оси абсцисс под углом 45°. 
Это свойство определяет число е.

Монотонность показательной 
и логарифмической функций

5 < х < 6
и

32 < 2х < 64 
100 000 < 10х < 1000 000

1 000 < х < 2 000
U

3 < lg х  < 3,3
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Симметрия 
графиков функций
у = а* и у  = logax

Таким образом мы доказали, что функция  
у = logax при 0 < a < 1 убывает на всей облас­
ти определения.

Сравнение значений 
числовых выражений

• а*1 > а*2 (х1 > х 2, а > 1)
• а*1 < а*2

(хх > х 2, а < 1)

Нахождение 
области определения 

функции

• у = lg(x2 -  4х),
D: х  € ( -о с ;  0) и  (4; +оо)

Нахождение 
области значений (03) 

функции, заданной 
на промежутке

• у = log2(x -  3), 
х  е [4; 11]
03: [0; 3]

3. Симметрия графиков функций у  = а х и 
у  = logQx. Графики этих функций симметрич­
ны друг другу относительно прямой у  = х.

Возьмем точку Р(с; d) на графике функции  
у  = а х. По условию d  = а°. Тогда с = log ad  и 
точка Q(d; с) леж ит на графике функции у  = 
= logax . Точки Р  и Q симметричны друг другу  
относительно прямой у  = х.

Как используются свойства 
показательных и логарифмических 
функций при решении задач?

1. Сравнение значений числовых выраже­
ний. Что больше: 1) 1012 или 1013?

Ответ очевиден: 1013 = 1012 • 101 — при ум­
нож ении 1012 на 101 число увеличивается. 
Рассмотрим 1012 и 1013 как значения пока­
зательной функции у  = 101* при х  = 2 и х  = 3 
с основанием 101 > 1. Ф ункция возрастает на 
всей числовой оси, поэтому для любых чисел  
х г и х 2 таких, что х г < х 2, справедливо нера­
венство 101*1 < 101*2;

2) 264 или 58?
Число 26 близко к 25 = 52 и 264 близко к 

(52)4 = 58. Однако 26 > 25 => 264 > 254 = 58. Мы 
использовали монотонность степенной функ­
ции у  = х 4 при х  > 0: для любых 0 < х г < х 2 
верно неравенство xf < х2;

3) log23 + log25 или 4?
Выполним преобразование: log23 + log25 = 

= log215. Выразим 4 через логарифм: 4 = log224 = 
= log216. Ф ункция у  = log2x  возрастает при 
х  > 0. Поэтому 15 < 16 => log215 < log216 = 4.

2. Нахождение области определения ф унк­
ции: 1) у  = lg  (х 2 -  4х).  Область определения  
D  этой функции — числа х,  удовлетворяющие 
неравенству х 2 -  4 х  > 0; х 2 -  4х  = х  (х -  4).

О т в е т : х  < 0 и х  > 4 , или х  е (-оо; 0) и  
и  (4; +оо).

2) у  = lg  х  + lg  (х  -  4). Теперь необходимо 
выполнение одновременно двух неравенств
Гх > 0;
1 т .е . D : x  > 4.
1 х - 4  >0,
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Ответ: х  > 4, или х  е  (4; +оо).
3. Н а хож ден и е  о бласт и  зн а ч ен и й  ( 0 3 )  

функции, заданной на промеж ут ке:
1 ) у  = 2 * Л  х  е [0; 2],

2х1  =  2 - 2 1 = - - 2 х 
2

Функция I/ = — ■ 2х возрастает на всей чис­

ловой оси. Ее наименьшее значение на проме­
жутке достигается на левом конце, т .е . при

х = 0 (при этом у  = i ) ;  наибольш ее зн а ч е­

ние — на правом конце х  = 2 => у  = 2. При и з­
менении х  от 0 до 2 значения функции у  за­

полняют промежуток от ^  до 2.

Ответ: — < у <  2, или 
2

2) у  = log2(x -  3), х  е [4; 11].
Функция определена и возрастает на этом 

промежутке. Ее наименьшее значение дости­
гается на левом конце: х  = 4 , у  = log2l  = О, 
наибольшее значение принимается при х  = 11, 
у = log28 = 3. Область значений: 0 < у  < 3, или 
[0; 3].

2 • Olog-X = X
[2

Основные формулы 
и соотношения

У = а

а > 0, а * 1;
а > 1, < х2 => о*1 < а*2;

О < а < 1, д?! < х2 => а*1 > я*2

г/ = logax

дс > 0, а > 0, а Ф 1; 
а > 1 , 0 < д с 1 < х 2 => 
=> lo g ^  < logax2;

О < а < 1, 0 < х х < х2 -
= >  l o g a ^ !  >  l o g a X 2 .

loga X = log»*
log» a

loga X — log i
-  X

Вопросы и упражнения
■

1. Укажите, какие из следующих показательных функций возрастают, а какие 
убывают на всей числовой оси:

1) У = 5"; 3) y = f | j  ; 5) у = 2 - ;

2) у = 3х-1; 4)г /  = у  ; 6 ) у  = — .

2. Постройте графики следующих функций:
1) У = 2"*; 3) у = 2 • 10*; 5) у  = -3 “*;
2 ) у =  З х+Х; 4) у  =  2 х + 2 х"1; 6) у =  4 х"2.

3. Найдите наименьшее и наибольшее значения функций, заданных на проме- 
жутке:

1) у  = 2Х+2, [-1; 1]; 3)г/  = ( 1 ]  ’ [0; 1];

2 )  у  = 2 • 3 2 х , [ - 2 ;  1]; 4) у = 2  х + 3 х, [ - 2 ;  - 1 ] .
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4. Найдите области определения следующих функций:

1) У = log2(* -  3); 3) у  = l o g a ^ s
2 - х

2 ) у  = log2( l  -  х 2); 4) у = lg (х + 2) + lg (х -  1).

5. Найдите области значений функций, заданных на промежутке: 
1 ) у  = log2(x + 3), [-1; б]; 3) у  = 1 -  lg х, [0,01; 10];
2) у = 2 -  log2(3x -  1), [3; 11]; 4) у  = lg х + log2x, [1; 2].

Занят ие  6 
Показательные и логарифмические 
уравнения и неравенства

П р и м е р ы

1. Решение простейших по­
казательных уравнений:

• 10х = 1000; 1000 = 103;
10х = 103 * = 3.

• 10х = 2 <=> х  = lg 2.
2. Решение простейших ло­

гарифмических уравнений:
• log2x  = 3 <=> х  = 23 = 8.

3. Решение простейших по­
казательных неравенств:

• 3х < - ;  — = 3“!;
3 3

3х < З 1 о  X < -1 .
• 10х > 2; 2 = IQ1® 2;

10х > 10lg 2 о  х  > lg 2.
4. Решение простейших ло­

гарифмических неравенств:

• log2x  > -1; х  > i .

ОДЗ: х > 0; 1 < х  < 10.
• lg(x -  1) < 1.

ОДЗ: х > 1;
х - 1  < 10,
х > 1

<=> 1 < х < 11.

l o g ,  х > -1  <=> 0Д З:х > 0; 
2

0 < х  < 2.
l o g 2( x 2 + Зх) < 2 <=>

Гх2 + Зх < 4,
о

х 2 + Зх > 0.

Что полезно помнить при решении 
уравнений и неравенств, содержащих 
показательные и логарифмические 
функции?

1. Решение простейшего показат ельного  
уравнения:

(а  > 0, а ф 1), ах = а к о  х  = k

— сравниваем степени с одинаковым основа­
нием.

(а > 0, а Ф 1, Ъ > 0), ах = Ъ <» х  = logafe.

2. Решение простейшего логарифмическо­
го уравнения:

(о > 0, a * 1), logax  = \ogak <=> х  = k; 

logax  = b <=> x  = ab.

3. Решение простейшего показат ельного  
неравенства:

(a > 1), ах > ak <=> х  > k;

(0 < a < 1), ax > a k <=> x  < k;

(a > 1, b > 0), ax > b <=> x > logab;

(0 < a < 1, b > 0), ax > b <=> x  < logab;

{b < 0), a x > b x  — любое число.

4. Решение простейшего логарифмическо­
го неравенства:

(а > 1, k > 0), logax  > loga& <=> х  > k;
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(а > 1), logax  > b <=> x > а ь;

(a > 1), logax < b 0 < x < a b.

При решении логарифмических неравенств 
полезно указывать область допустимых зна­
чений (ОДЗ).

Если используются логарифмы по основа­
ниям, меньшим 1, то надо помнить, что соот­
ветствующая функция является убывающей.

Основой решения показательных и логариф­
мических неравенств является то, что функции 
вида у  = А а кх и у  = В  logax  монотонны на всей 
области определения. Каждое свое значение с 
они принимают ровно один раз, например в 
точке х 0. По одну сторону от этой точки значе­
ния функции больше с, по другую — меньше.

Как сводить уравнения к простейшим?

Показатель является функцией от х.
1. 2 1х = 8 <=> 2 1х = 23 о 1 - х  = 3<=>х = -2 .
2. 2 1"* = 5 <=> 21"* = 2 log25 <=> 1 -  х = log25 о  

х  = 1 -  log25.
Вместо записи 5 = 21о8г5 можно логарифми­

ровать обе части уравнения по основанию 2: 
1 -  х  = log25.

3. 5х1 + 5Х + 5X + 1 = 31.
Слагаемые лишь постоянными м нож ите­

лями отличаются от 5х:

б*-1 = 5-1 -5* = — ; 5Х + 1 = 5 • 5х;
5

5х'1 + 5Х + 5Х+1 =5*[ —+ 1 + 51 = 5* .U J 5
9 1

—  -5* = 3 1 « 5 1 = 5 о х  = 1.
5

Чтобы не возиться с дробями, лучш е вы­
носить за скобку наименьшее слагаемое:

5*-i + 5х + 5Х + 1 =

= 5х-1 (1 + 5 + 25) = 3 1 -5х 1 .

4. 25х -  5х = 20.
Вводим новое неизвестное 5х = у .  Видим, 

что 25х = 52х = у 2.

у 2 -  у  -  20 = 0 <=> у! = 5, у 2 = -4 .

5х = 5, х  = 1; 5х = -4  — решений нет => х  = 1.

Решаем два квадратных не­
равенства и находим общие ре­
шения:

х 2 + Зх < 4 <=> х 2 +
+ З х - 4 < 0 < = > - 4 < х < 1 ;  

х 2 + Зх > 0 <=> х < -3  или х > 0 
Ответ: (-4; -3 )  и  (0; 1).

3 -2

Графическое решение 
показательных неравенств

• 2х < 3

-0,37

. 3 . 3
^2 32 =

= - l  + log32 « -0 ,37
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Графическое решение 
логарифмических неравенств

• log2x < 2

Уравнение вида 2fM = 2“ рав­
носильно уравнению fix) = а.

В общем виде уравнение
а2х + рах + q = О

сводится к квадратному уравне­
нию

у 2 + ру  + q = О
заменой переменной ах = у.

При « потенцировании » урав­
н ения, т . е .  при п ереходе от 
уравнения

log2/(x) = а

к уравнению

fix) = 2а,
заботиться об ОДЗ не надо, т.е. 
нет необходимости проверять 
условие f(x) > 0, так как при 
всяком х ,  удовлетворяю щ ем  
уравнению

fix)  = 2“,
значение fix), равное 2“, поло­
жительно.

5. log2(2 - х )  = 3 < = > 2 - х  = 23 <=>х = -6 .
6. log2(2 -  х)  = log2(5 -  2х)  =>
2 - х  = 5 - 2 х < » х  = 3.
Теперь переход не сохраняет равносильно­

сти — корень линейного уравнения 2 -  х  = 
= 5 -  2х  не попадает в ОДЗ исходного уравне­
ния. При х  = 3 значения функций под знаком  
логарифма действительно равны: 2 - 3 = 5 -  
-  2 -3 = -1 ,  но отрицательны => корней нет.

7. log у х  + 21og2 х  + log4 х  = 3 .
2

Перейдем к основанию 2:

log * -  l'-— Y -  - lo g 2x; log4x  = =
2 lo g , 1  '082  4

= - l o g 2x.
2

Перепишем уравнение:

<=> log2 x  = 2 <=> x  = 4.

Переходы к простейшим неравенствам вы­
полняются аналогично.

8 . 22 * < - » 2 2 * < 2 ‘2 » 2 - х < - 2 < = > х > 4 .
4

9. log2(2 - х ) < 0 = > 2 - х < 1 = > х > 1 .
Переход не был равносильным. Надо доба­

вить условие 2 - х > 0 <=>х <2 , которое удоб­
нее записывать до начала преобразований. 
Итак, имеем систему неравенств:

2 -  х  > 0 , Гх  < 2,
<=> <

2 -  х  < 1, [х > 1 .

Ответа'. 1 < х  < 2, или (1; 2).

j \ 2 x - l

Вопросы и упражнения
■

1. Решите уравнения:

1) 4х = 8; 3) |^|J =16; 5) Зх+2 = 92̂ 3;

2) 3х1 = 27; 4) 10*2+* =100; 6) 2*+* =4л/2;
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9) 10х = 2;

10) 3х = 22 х;

11) 2Х-5Х+1 = 100;

2. Решите неравенства:

1) 2х < 16;

2) 31х > 27;

14) 4х +22х+1-162 =47;

15) 4x -3"i" = 3~2~-22х"1;

16) 5 2х = 3 -2Х 1 + 56;

19) 7 2х -  6 • 7х -  7 = 0; 

2Х+ 2 Х 17
20)

2х - 2  х 15

,2 , > *

M i

5) 4х 1 + 1 > 0; 7) Зх+1 -  3х + 3х' 1 < 21;

6) 27х > Зх+6; 8) 22х+1 + 4х > 80.

3. Решите уравнения:
1) log4x  = 2;
2) log5x = -2;
3) log2( l  -  Зх) = 3;
4) log4(2 -  л:) = log23;
5) log1(2 x -3 )  = -2;

6) log4(A:2 -3 j: + l)  = 0;
з

4. Решите неравенства:

1) l g (x -  1) < 2;

2) log2(2 -  x) < 3;
3) lg (x2 -  3x) > 1;

7) log7log3log2x = 0;
8) log2(x -  7) = log2( 11 -  x);
9) log3(x -  5) = log3(2 -  x);
10) log5(x2 -  4x) = log5(3 -  2x);
11) log2x  + log4x  = 3;

12) l №  = 3 .
log23 

1
5) < 1;

log2 x -  2
6) lg x  < (lg x)2;
7) lg (x -  2) + lg (x + 2) < 1;

4) log2(2x -  3) < log2(x + 2); 8) lg log2 (x + 1) > 1.

Щ  Б Е С Е Д А
Вычисление степеней и логарифмов

Общие сведения

Сейчас, когда кажды й человек достаточно легко может вооружить­
ся калькулятором или более мощным вычислительным средством, труд­
но представить, сколько хлопот доставляли человеку вы числения в 
прош лом. Изобретение логарифмов было огромным шагом на пути ре­
шения практических задач, связанных с вычислениями. Возможность  
с помощью логарифмов сводить умнож ение к слож ению , а возведение

49



в степень — к умножению потребовала составлять подробные таблицы  
логарифмов, которые сущ ествуют с начала XVII в. Еще недавно в биб­
лиотеках стояли толстенные тома таблиц, в которых были приведены  
значения логарифмов со многими десятичными знаками, в обязатель­
ный комплект школьных учебников входила отдельная «Таблица че­
ты рехзначны х логарифмов», а кажды й инж енер носил в кармане ло­
гарифмическую линейку, уметь работать с которой полагалось и к а ж ­
дом у ш кольнику.

Появившаяся легкость в выполнении самих вычислений обострила 
другую проблему — понимает ли человек, что он хочет вычислить, как 
ему поставить вычислительную задачу компьютеру или другому техни­
ческом у устройству, как перевести эту задачу на понятны й этом у  
устройству язык. При вычислении степеней надо научиться видеть за 
различными названиями и обозначениями их общую суть, ощущ ать  
связь м еж ду ними, приобрести опыт и уверенность в том, что вы всегда 
(может быть, с помощью книг и учителей) сможете разобраться в запу­
танных и громоздких формулах.

Логарифмы (несмотря на сложность их обозначения) как раз и при­
способлены к тому, чтобы связать воедино различные задачи, связан­
ные со степенями.

В вычислительных задачах встречаются степени различных чисел в
. (2,1)5 -710разных сочетаниях, например, при вычислении выражения А  = -----— -----

надо возводить в степень разные числа, умножать и делить степени. За­
чем так много степеней? Нельзя ли обойтись степенями какого-то одно­
го основания? Конечно, можно.

Для вычисления выражения А  с помощью калькулятора, умеющего
105*i . i o 10*2

вычислять 10*, надо все числа привести к степени 10: А  = ---- — ^ ------=

_ 105*1+10*2-12*3̂  где k2 и  k3 — логарифмы чисел 2,1; 7 и 3 по основа­
нию 10. Внимательный читатель может дополнительно заметить, что 

3 • 72,1 = и сделать упрощения: А  = ю  7*з+15*2~5, избавившись от лога­

рифма числа 2 ,1 .

Правила вычисления степеней

П ервое  правило.  Выбрать одно удобное основание, например а, и 
привести любую степень к основанию о, т .е. представить любую сте­
пень сх в виде а кх при некотором к. Этот коэффициент к и есть лога­
рифм: с = a}°gaC, поэтому, обозначая logac через к, получим: сх ={alog-c)x = 
= акх. Это правило позволяет пользоваться каким-то одним основанием. 
В некоторых задачах удобно брать а = 10 (десятичные логарифмы), в дру­
гих (особенно дискретных задачах) — а = 2, в третьих — универсальное 
основание е, которое удобно в тех случаях, когда приходится оценивать 
скорость роста (натуральные логарифмы).
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Второе правило. При логарифмировании можно также выбрать одно 
удобное основание и сводить все логарифмы к этому основанию. Для  
этого существует специальная формула, которая выведена ранее.

В одних задачах удобно брать логарифмы по основанию 10 (десятич­
ные логарифмы), в других задачах будут полезны натуральные лога­
рифмы, в третьих (дискретны х) задачах часто используют двоичные 
логарифмы — логарифмы по основанию 2.

Таким образом, важно запомнить, что математика создала аппарат 
для упрощ ения работы со степенями, который позволяет связать м еж ­
ду собой по-разному представленные выражения и функции.



ГЛ
А

ВА

3
Прямые и плоскости в пространстве

З а н я т и е  1

Взаимное расположение прямых и плоскостей

Способы задания плоскости

Расположение плоскостей

“ IIP

Как задать и описать расположение 
прямых и плоскостей?

1. Способы задания  плоскост и :
• тремя точками, не леж ащ ими на одной  

прямой;
• прямой и точкой вне ее;
• двумя пересекающимися прямыми.
Это перечисление означает, что существует

одна и только одна плоскость, проходящ ая  
через указанные объекты: три точки, не л е­
ж ащ ие на одной прямой, прямую и точку вне 
ее, две пересекающиеся прямые.

2. Расположение д в ух  плоскостей:
• плоскости не имеют общих точек, не пе­

ресекаются. В этом случае говорят, что пло­
скости параллельны ;

• имеют общие точки, пересекаются. В этом 
случае утверждается, что две плоскости пере­
секаются по прямой. Это означает, что общие 
точки двух пересекаю щ ихся плоскостей со­
ставляют некоторую прямую.

3. Расположение прямой и плоскост и:
• прямая  может лежать в плоскости. При 

этом если две точки прямой принадлежат пло­
скости, то вся прямая  целиком лежит  в этой 
плоскост и ;

• прямая может иметь с плоскостью ровно 
одну общую точку: прямая пересекает пло­
скость:
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• прямая и плоскость не имеют общих то­
чек: прямая параллельна плоскости.

4. Расположение д в ух  прямых:
• две прямые леж ат в одной плоскости. 

Тогда есть две возможности: либо они пересе­
каются,  т. е. имеют одну общую точку, либо 
параллельны, т .е . не имеют общих точек (и не 
забудьте, что при этом прямые лежат в одной 
плоскости);

• не лежат в одной плоскости. Такие пря­
мые называются скрещивающимися.  Разум е­
ется, скрещивающиеся прямые не имеют об­
щих точек, иначе они лежали бы в одной пло­
скости.

5. К а к  узн ат ь, являю т ся ли две прямые  
скрещивающимися:

• найти плоскость, в которой леж ит одна 
из этих прямых, а вторая пересекает эту пло­
скость, но при этом в точке, не леж ащ ей на 
первой прямой;

• надо знать, что они не параллельны, но 
могут быть расположены в двух параллель­
ных плоскостях.

Почему верно приведенное 
перечисление взаимного 
расположения прямых и плоскостей?

Это достаточно трудный вопрос. С наглядной 
точки зрения все (или почти все) изложенное 
очевидно. Однако все приведенные факты до­
казать не удастся — они используют некоторые 
первоначальные, исходные понятия — точку, 
прямую, плоскость, пространство — и у нас не 
на что опереться, кроме как на свои наглядные 
представления и интуицию. Со времен Евклида 
взаимоотношения между первичными поняти­
ями описываются некоторыми соглаш ения­
ми — аксиомами, из которых можно логиче­
ским путем получать новые следствия.

Конечно, сделано слиш ком много исход­
ных соглаш ений — аксиом (и не сформули­
рованы ещ е некоторые, такж е необходимые 
для строгих доказательств) — их число м ож ­
но было бы сократить.

Докажем, например, первый признак скре­
щивающихся прямых со ссылкой на предыду­
щие утверждения.

Расположение прямой 
и плоскости

Расположение 
двух прямых
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Скрещивающиеся прямые

Первый признак 
скрещивающихся прямых

Дано: 12 е а, 1Х п  а = Р, Р  £ 12, 
Д оказат ь: 1х-1 2.

Пусть даны две прямые 1Х и 12, плоскость 
а,  содержащ ая прямую 1Х и имеющая с пря­
мой 12 лишь одну общую точку Р. Н уж но до­
казать, что прямые 1Х и 12 скрещиваются, т. е. 
не лежат в одной плоскости.

Если бы прямые 1Х и 12 лежали в некоторой 
плоскости (3, то в этой плоскости леж али бы 
прямая 1Х и точка Р,  не лежащ ая на этой пря­
мой. Эти ж е объекты лежат и в плоскости а . 
Так как существует лишь одна плоскость, со­
держ ащ ая прямую и не принадлежащ ую  ей 
точку, то плоскость (3 совпадает с плоскостью
а. Однако по условию прямая 12 не леж ит в 
плоскости а  и имеет с ней лишь одну общую  
точку. Полученное противоречие доказывает 
теорему.

Что можно сказать о взаимном 
расположении прямых и плоскостей, 
содержащих соответственно 
ребра и грани куба?

Рассмотрим куб ABCDA'B'C'D'.
Прямые и плоскости, проходящ ие через 

вершины, ребра или грани куба, будем ука­
зывать с помощью букв, обозначающих вер­
шины.

Н ап р и м ер , п р ям ая  А В  или  п л оск ость  
АА'ВВ'.

Зафиксируем одно ребро, например, АА'.
1) Какие ребра параллельны ребру АА'?
Это ребра ВВ', СС', DD'.
2) Какие ребра лежат на прямых, пересе­

кающ ихся с прямой АА'?
Это ребра A D , А В ,  A'D' и А'В'.
3) Какие ребра лежат на прямых, скрещ и­

вающихся с прямой АА'?
Это ребра В'С', C D ',  ВС  и CD. Для доказа­

тельства можно воспользоваться признаком  
скрещ иваю щ ихся прямы х. Так, плоскость  
А'В'ВА  содержит прямую АА' и пересекается  
с прямой В'С'. Аналогичные плоскости м ож ­
но найти и для остальных трех ребер.

4) Сколько всего есть пар параллельных ре­
бер?

Для одного ребра есть три ребра, ем у па­
раллельных. Всего ребер 12. Значит, упоря-
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доченных пар параллельны х ребер (первое 
параллельно второму) будет 3 • 12 = 36. Прос­
то параллельных пар будет вдвое меньше, так 
как каждая из них засчитана дважды (напри­
мер, АА' || ВВ', ВВ' || АА').

Ответ:  18 пар.
5) Сколько всего есть пар пересекающихся  

ребер и пар скрещивающихся ребер? Подсчет 
выполняется аналогично: (4 12) : 2 = 24 и 
(4 12) : 2 = 24.

Проверим, учтены ли все пары ребер. Все­
го число пар равно (12 • 11) : 2 = 66. С другой  
стороны, 18 + 24 + 24 = 66. Каждая из 66 пар 
ребер попала ровно в одну группу пар — па­
раллельных, пересекающихся или скрещива­
ющихся.

А н алогич н о м ож н о подсчитать , что из 
(6 -5 ) : 2 = 15 пар плоскостей, содерж ащ их  
грани куба, есть 3 пары параллельных (пары 
противоположных граней) и 12 пар пересека­
ющихся: (4 -6 ) : 2.

Пар (прямая, плоскость) всего 12 -6 = 72. 
Таких пар, для которых прямая лежит в плос­
кости, 6 -4  = 24. Пар, для которых прямая па­
раллельна плоскости, 6 -4  = 24 и столько ж е  
пар, для которы х прямая пересекает плос­
кость.

О т вет : 24 + 24 + 24 = 72.

Куб

В'  с'

• АА' II ВВ' 

АА' || СС' 

АА' || DD'

• АА' n  AD  

АА' п А В  

АА' п  A'D' 

АА' п  А'В'

• АА' -  В'С' 

АА' -  CD' 

АА' -  ВС 

АА' -  CD

Г ) Вопросы и упражнения 
■

1. Каким образом можно задать плоскость?

2. Как могут быть расположены две плоскости?

3. Как могут быть расположены прямая и плоскость?

4. Как могут быть расположены две прямые?

5. Как узнать, являются ли две прямые скрещивающимися?

6. Какие пары ребер четырехугольной пирамиды лежат на скрещивающихся пря­
мых?

7. Дан куб ABCDA'B'C'D'. Назовите ребра, параллельные ребру А А ’.

8. Дан куб A B C D A 'B 'C 'D '. П еречислите ребра, которые леж ат на прямых, 
пересекающихся с прямой АА'.

9. Дан куб A B C D A 'B 'C 'D '. П еречислите ребра, которые леж ат на прямых, 
скрещивающихся с прямой АА'.
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З а н я т и е  2

Параллельность прямых и плоскостей

Признаки
параллельности

а

а 1 1 р ,  у  п  а ,  у п р

Как распознать основные случаи 
параллельности прямых 
и плоскостей?

П ризнаки  параллельности прямых и пло­
скостей.

1. Пусть прямая не лежит в некоторой пло­
скости и параллельна какой-то прямой этой 
плоскости. Тогда исходная прямая параллель­
на данной плоскости.

2. Пусть прямая параллельна некоторой  
плоскости. Если через эту прямую провести 
ещ е одну плоскость, которая пересекает за ­
данную, то их линия пересечения параллель­
на исходной прямой.

3. Пусть две плоскости параллельны, а тре­
тья плоскость их пересекает по некоторым  
прямым. Тогда эти прямые параллельны.

4. Пусть в одной плоскости наш лись две 
пересекаю щ иеся прямы е, которые соответ­
ственно параллельны двум прямым другой  
плоскости. Тогда эти две плоскости парал­
лельны.

Почему верны указанные признаки?

Доказательства приведенных признаков па­
раллельности прямых и плоскостей являются 
логическими упражнениями, которые полезно 
провести самостоятельно. Большинство из них 
использует рассуждение от противного. Для 
облегчения сам остоятельной работы сф ор­
мулируем отрицания доказываемых признаков 
1 — 3, в результате придем к утверждениям, 
противоречащим условиям теорем.

1. Если прямая не параллельна плоскости 
и не лежит в ней, то прямая пересекает плос­
кость.

2. Если плоскость, проведенная через пря­
мую, пересекает другую плоскость и линия пе­
ресечения плоскостей не параллельна этой 
прямой, то прямая не параллельна плоскости. 
Действительно, если прямые не параллельны, 
то они или скрещиваются, или пересекаются.
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Но по условию они лежат в одной плоскости, 
значит, они не могут быть скрещивающимися.

3. Если при пересечении двух данных плос­
костей третьей линии пересечения не парал­
лельны, то и данны е п лоскост и  не п а р а л ­
лельны.

4. Докажем наиболее сложный признак па­
раллельности двух плоскостей (признак 4).

Даны две плоскости а  и Р и две пары пере­
секаю щ ихся прямых: 1г, 12 в плоскости а  и 
т ъ т 2 в плоскости р. При этом || т и 12 || т 2. 
Требуется доказать, что плоскости а и р  па­
раллельны. Предположим, что плоскости а  и 
Р не параллельны. Тогда остается лишь одна 
возможность — они пересекаются по некото­
рой прямой га. По признаку 1 каждая из пря­
мых 1г и 12 параллельна плоскости р.

Прямая га является линией пересечения плос­
костей а и р .  По признаку 2 она должна быть 
параллельной каждой из прямых к  и 12: плос­
кость а  проходит через каждую из этих прямых 
и пересекает плоскость Р по прямой га.

В плоскости а  лежат три прямые: 1и 12 и 
га, причем га || к  и га || 12. Тогда из планиметрии 
известно, что прямы е к  и 12 параллельны  
(если они различны). Это противоречит усло­
вию, по которому прямые к  и 12 пересекают­
ся. Теорема доказана.

Что можно сказать о различных 
сечениях куба плоскостью?

Рассмотрим, например, плоскость сечения 
куба ABCD А'В'C D ' , проходящую через точки 
М  и N  — середины ребер А В  и A D .

П усть эта плоскость пересекает прямую  
СС' в некоторой точке Р,  леж ащ ей м еж ду С 
и С', т .е . принадлежащей ребру СС', а не ле­
жащ ей на его продолжении.

Р а ссм о тр и м  д и а го н а л ь н у ю  п л о ск о ст ь  
АА'С'С. Она пересекает отрезок M N  в точке 
Q — его середине, лежащей на диагонали осно­
вания АС.  Прямая QP  целиком лежит в плос­
кости сечения. Рассмотрим прямую ОО' — 
одну из осей куба. П усть R  — точка п ере­
сечения прямых QP и ОО'. Прямая M N  па­
раллельна плоскости диагонального сечения  
BB'D'D  (признак 1). Плоскость сечения про-

а\\аи Ь\\ЬЪ а х е (3, е (3

Доказательство 
параллельности прямых 
и плоскостей (признак 4)

Дано: к  е а , 12 £ а, 
k  Pi l2 = О J, 
т 1 е (3, т 2 е (3, 
гаг1 п  т2 = 0 2,
k  II m i ,  k  II т 2.

Д оказат ь: а || (3.

Точка Р  расположена 
на ребре

В



Точка Р  расположена 
вне ребра

ходит через эту прямую и пересекает плос­
кость BB'D'D  по некоторой прямой, которая 
должна быть параллельна M N  (признак 2).

Точка R  лежит на этой линии пересечения. 
Мы получим, таким образом, эту линию, про­
ведя в плоскости BB'D'D  через точку R  пря­
мую, параллельную диагонали BD.  Эта пря­
мая пересекает ребра В В ’ и D D ’ в некоторых 
точках S  и Т. Пятиугольник M S P T N  и явля­
ется искомым сечением.

Если взять точку Р  на прямой СС' немного 
выше точки С', то получим в сечении ш ести­
угольник, одна из сторон которого будет парал­
лельна M N  (признак 3). Когда это сечение  
пройдет через центр куба, то получится пра­
вильный шестиугольник. Проверьте это утверж­
дение и рассмотрите самостоятельно другие 
сечения куба, проходящие через прямую M N .

Вопросы и упражнения
■

1. Сформулируйте признак параллельности прямой и плоскости.
2. Сформулируйте признак параллельности двух плоскостей.
3. Какие фигуры могут получаться в сечении треугольной призмы плоскостью?
4. Какие фигуры могут получаться в сечении куба плоскостью?
5. Докажите, что плоскости, проходящие через точки (A, D', В') и (С', В, D) куба 

ABCDA'B'D'C ', параллельны.
6. Какие ребра куба ABCDA’B'D'C' скрещиваются с прямой M N .

Занят ие  3
Углы между прямыми и плоскостями

Угол между прямыми

аЦа^ Ь\\ЪХ

Как задаются углы между прямыми 
и плоскостями?

1. Угол между двум я  прямыми. На плос­
кости две пересекающиеся прямые задают две 
пары равных меж ду собой углов (вертикаль­
ные углы). Чтобы задать угол м еж ду двумя  
прямыми в пространстве, надо выбрать про­
извольную точку и провести через нее пря­
мые, параллельные данным. Величины по­
строенных плоских углов не будут зависеть 
от выбора начальной точки.
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Две прямые в пространстве, которым соот­
ветствует прямой угол, называются перпен­
дикулярными.

2. П рямая, перпендикулярная плоскости. 
Так называются прямые, перпендикулярные 
всякой прямой в этой плоскости.

С помощью этого понятия можно опреде­
лить о р т о го н а л ь н у ю  п р о ек ц и ю  точки на 
плоскость. П роекцией на плоскость а  точки 
Р, не леж ащ ей в этой плоскости, называется 
такая точка Р', принадлежащая плоскости а, 
что прямая РР' перпендикулярна плоскости
а. П роекцией точки, леж ащ ей в плоскости  
а, считается сама эта точка.

Если требуется спроектировать некоторую  
фигуру на плоскость а , необходимо спроекти­
ровать на нее все точки этой фигуры.

3. Угол между прямой и плоскостью. Спро­
ектируем прямую на плоскость. Если прямая 
перпендикулярна плоскости, то ее проекцией 
будет одна точка. Если ж е нет, то проекцией  
будет некоторая прямая. В этом случае гово­
рят, что прямая является наклонной  к плос­
кости. Углом меж ду наклонной и плоскостью  
считается угол меж ду прямой и ее проекцией  
на эту плоскость.

4. Угол между двум я  плоскост ями.  Для  
изм ерени я угла м еж ду  пересекаю щ им ися  
плоскостями надо на линии пересечения этих 
плоскостей выбрать точку и провести через 
нее в каж дой плоскости прямую, перпенди­
кулярную  линии пересечения. Угол м еж ду  
этими прямы ми и считается углом м еж ду  
плоскостями.

Д ве плоскости п е р п е н д и к у л я р н ы ,  если  
угол м еж ду ними прямой.

Зачем нужно понятие 
перпендикулярности в пространстве?

С помощью перпендикулярности мож но  
определять и вычислять различные расст оя­
ния в пространстве.

1. Расстояние от точки до плоскости вы­
числяется как длина перпендикуляра, опу­
щенного из этой точки на плоскость (расстоя­
ние от данной точки до ее проекции на плос­
кость).

Прямая перпендикулярна 
плоскости

т  1 п, т  ± а, т  1 b, т  1 с 

Ортогональная проекция

(а; а )  = (а; щ)

Угол между плоскостями



Определение расстояний

« I I P

2. Расстоянием между двумя параллельны­
ми плоскостями считается длина отрезка об­
щего перпендикуляра к этим плоскостям, за ­
ключенного меж ду этими плоскостями.

3 . Если на плоскости задан а некоторая  
фигура, то расстояние от произвольной точ­
ки в пространстве до этой фигуры определя­
ется как наименьш ее среди расстояний от 
данной точки до произвольной точки этой  
фигуры.

Спроектируем данную точку на плоскость. 
Тогда ближайш ая к данной точке точка фи­
гуры будет ближайшей и к ее проекции, и на­
оборот, чтобы найти точку фигуры, ближ ай­
шую к данной точке, достаточно найти точку, 
ближайш ую к ее проекции.

4. Угол м еж ду прямой и плоскостью, оп­
ределяемый как угол меж ду прямой и ее про­
екцией, будет наименьшим среди углов, ко­
торые образует данная прямая с произволь­
ными прямыми плоскости.

5. Расстояние между двумя скрещивающи­
мися прямыми вычисляется как длина общ е­
го перпендикуляра.

Как аргументированно 
определять и вычислять углы 
между прямыми и плоскостями 
в пространстве?

Для этого полезно использовать векторное  
исчисление и тригонометрические функции.  
Этот вопрос будет изложен далее (см. гл. 5).

Сейчас в качестве наглядного примера рас­
смотрим углы меж ду различными прямыми 
и плоскостями в кубе.

1. Каждое ребро куба, например ребро АА', 
перпендикулярно двум граням куба. Оно пер­
пендикулярно любым прямым, леж ащ им в 
этих гранях, в частности восьми ребрам.

2. Каждая грань куба перпендикулярна че­
тырем другим граням.

3. Рассмотрим любую диагональ куба, на­
пример АС'. Ее проекцией на плоскость ABCD  
будет диагональ основания АС.  Угол а  накло­
на диагонали АС' к плоскости основания — 
это угол С'АС.  Л егко вы числить тр и гон о­
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метрические функции угла а  с помощью пря­
моугольного треугольника АС'С:

s in a  = i ;  tg a  = -4= => a  « 35°.
V3 V2

4. Рассмотрим сечение, проходящ ее через 
два противоположных ребра куба (диагональ­
ное сечение), например сечение AB'C'D. Его 
угол с плоскостью основания A B C D  опреде­
ляется как угол м еж ду прямыми C D  и DC. 
Этот угол равен 45°.

5. Рассмотрим сечение, проходящ ее через 
одну из верш ин, например, А' и диагональ  
BD.

Как найти угол наклона этого сечения к 
плоскости основания?

Возьмем точку О — середину диагонали  
BD,  и соединим ее с вершинами А  и А'. Угол 
А'ОА  и будет искомым, так как А О  и А'О  пер­
пендикулярны  линии пересечения плоскос­
тей:

tg a  = V2 => a  * 54°.

Вопросы и упражнения
■

1. Как определить угол между скрещивающимися прямыми в пространстве?
2. Какая прямая называется перпендикулярной плоскости?
3. Как определяется угол между прямой и плоскостью?
4. Как вычисляется угол между двумя плоскостями?
5. Как определяется расстояние между параллельными плоскостями?
6. Как определяется расстояние между скрещивающимися прямыми?

Ш 6ЕСЕДАГеометрия Евклида

Введение

Образцом логического совершенства в течение более чем двух тысяч 
лет является излож ение начал геометрии, предпринятое Евклидом в 
III в. до н. э. Можно сказать, что это изложение — единственный в исто­
рии человечества пример строгой математической теории, с которой по-

61



лагалось быть знакомым каждому образован­
ному человеку. До сих пор большинство учеб­
ников геометрии следует пути, указанному  
Евклидом, а, например, вплоть до недавнего 
времени английские школьники просто поль­
зовались современным переводом «Начал» 
Евклида в качестве учебника.

Разумеется, к концу X X  в. распространи­
лись и иные взгляды. Они относятся к разным 
вопросам. Вот некоторые из них. М ожно ли 
(и полезно ли) изучать геометрию, отказав­
шись от ее аксиоматической основы? Н ужно  
ли вообщ е в рамках общ его образования и 
культуры знакомиться с какой-либо аксиома­
тической теорией? Если да, то подходит ли 
для этого геометрия Евклида и нельзя ли най­
ти более простые и доступные примеры? Н а­
сколько безупречна сама евклидова геом е­
трия?

Мы не будем касаться этих вопросов. Само 
построение данной книги положительно от­
вечает на вопрос, можно ли, изучая матема­
тику, обойтись без знакомства с аксиомати­
ческим методом. Но мы считаем, что каждый  
культурный человек долж ен быть знаком с 

историей вопроса о евклидовой геометрии, не связывая его, однако, 
ни с реальным изучением геометрии, ни с целью овладения новым для 
себя математическим методом.

Аксиоматика Евклида

«Начала» Евклида (а точнее, каж дая из 
тринадцати книг, составляющ их этот труд) 
открываются определениями основных поня­
тий.  Вот несколько определений с первой  
страницы «Начал»:

• «Точка  есть то, что не имеет частей»;
• «Линия  — длина без ширины. Концы же 

линии — точки»;
• «П оверхность — то, что имеет только 

длину и ш ирину. Концы ж е поверхности — 
линии»;

• «Граница  — то, что является оконечно­
стью чего-либо»;

• «Ф игура  — то, что содерж ится внутри 
каких-либо границ».

За определениями следуют основные поло­
жения, принимаемые без доказательств, — по­

Первая страница 
«Начал» Евклида 
(издание 1505 г.)

Евклид 
(конец IV — III в. до н .э.)

Древнегреческий мате­
матик, автор труда «Нача­
ла» в 13 книгах, в котором 
изложены основы геомет­
рии, теории чисел, метод 
определения площадей и 
объ ем ов , вклю чаю щ ий  
элементы теории пределов 
и многое другие.
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ст улат ы , аксиомы. (Различие, которое делал Евклид меж ду постулата­
ми и аксиомами, не очень ясно.) Вот несколько примеров.

1. От каждой точки до всякой другой точки можно провести прямую  
линию.

2. Если прямая, падающая на две прямые, образует по одну сторону 
внутренние углы, сумма которых меньше двух прямых, то, неограни­
ченно продолженные, эти прямые пересекаются по эту сторону.

Это и есть знаменитый пятый постулат, равносильный аксиоме о 
единственности параллельной.

Затем с помощью основных понятий и аксиом чисто логическим п у­
тем доказываются теоремы (предложения). Так, в качестве четвертого 
по счету предложения Евклид доказывает «первый признак равенства 
треугольников ».

Разумеется, Евклид пользуется многим из того, чего нет на самом  
деле в аксиомах (например, там нет ничего о наложении фигур, кото­
рое часто используется как своего рода мысленный эксперимент). Од­
нако, за исключением нескольких частностей редакционного и язы ко­
вого характера, уровень строгости Евклида считался вполне удовлетво­
рительным вплоть до конца XIX в.

Современная аксиоматика евклидовой геометрии

Как было указано, почти все школьные учебники геометрии воспро­
изводят ту или иную аксиоматику, причем, как правило, в начале кур­
са. При этом стараются сделать список возможно более простым и в то 
ж е время удобным для доказательства теорем. Образцом для такого пос­
троения, учитывающим достижения и язык математики, сложивш иеся  
к концу XIX  в., служ ит замечательная (хотя и не очень простая) сис­
тема аксиом немецкого математика Гильберта, созданная им в 1899 г.

Д. Гильберт выделяет три системы неопределяемых (основных) объ­
ектов: точки, прямые и плоскости. Затем постулируются «отношения» 
м еж ду ними (принадлежность, находиться м еж ду, быть равными, кон­
груэнтными). Эти положения образуют пять групп аксиом. Например, 
во вторую группу аксиом («аксиомы порядка») попало следую щ ее ут­
верждение, на которое обратил внимание немецкий геометр Г. Паш в 
1882 г. как на необходимую аксиому: «Если прямая входит внутрь тре­
угольника через одну из его сторон, но не через его верш ину, то она 
должна выходить из него через другую сторону».

Четвертая группа состоит из одной аксиомы о параллельности: «Че­
рез всякую точку, леж ащ ую  вне прямой а, проходит не более одной  
прямой, параллельной а».
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В пятую группу включены две аксиомы о непрерывности, в том чис­
ле так называемая аксиома Архимеда: «При любых отрезках а и Ь  м ож ­
но отложить вдоль Ъ отрезки, равные а,  столько раз, что они покроют 
отрезок Ь».

Неевклидова геометрия

В течение двух тысяч лет никто не сомневался (и не сомневается по 
сей день) в ценности аксиоматики Евклида. Единственный вопрос, к ко­
торому постоянно возвращались как профессиональные математики, 
так и любители, состоял в следующем: «Нельзя ли доказать, вывести 
пятый постулат Евклида из остальных аксиом как некоторую теорему». 
По этому вопросу были написаны тысячи книг и статей, но лучшее, что 
удавалось сделать, это заменить аксиому о параллельности другим ут­
верждением, которое казалось гораздо более очевидным (и потому час­
то упускалось из виду), но которое оказывалось совершенно равносиль­
ным пятому постулату.

К середине X IX  в. стало ясно, что пятый постулат независим от ос­
тальной аксиоматики Евклида в том замечательном смысле, что, доба­
вив к этой остальной системе аксиому, отрицающую пятый постулат 
(например, в такой форме, что через всякую точку проходят по крайней 
мере две прямые, параллельные данной), мы получим новую, непроти­
воречивую,  систему, в которой можно выделить столь ж е далекие и со­
держательны е теоремы, как те, которые были получены в геометрии  
Евклида.

Такая система, в которой выполняется указанны й список аксиом  
(включая отрицание пятого постулата), стала называться «неевклидо­
вой геометрией». Впервые такую систему четко описал замечательный 
русский математик Н. И. Лобачевский, который выступил с докладом  
в Казанском университете в 1826 г., а через четыре года подробно из-

Русский математик; автор «Геометрических ис­
следований по теории параллельных линий», пе­
реведенных на немецкий язык, создатель «неевк­
лидовой геометрии» (геометрия Лобачевского). Его 
назвали «Коперником в геометрии», так как он 
полностью перевернул всю сложившуюся систему 
взглядов на геометрию.

Для развития математики оказались важными 
не только конкретные теоремы, доказанные Лоба­
чевским, но в значительно большей степени его 
подход к основаниям науки. Близкие результаты 
были получены и К.Гауссом, но ему не хватило 
смелости довести их до конца и опубликовать, но 
хватило научной честности представить Лобачев­
ского к избранию членом-корреспондентом Геттин­
генского ученого общества и лично известить его 
об избрании.

Николай Иванович 
Лобачевский 
( 1 7 9 2  —  1 8 5 6 )



ложил свою теорию. Независимо от Лобачевского в 1832 г. венгерский 
математик Я.Бойаи опубликовал работу с аналогичным содержанием. 
Еще через 40 лет были построены примеры поверхностей, на которых 
выполняется геометрия Лобачевского.

От геометрии к логике

Смысл движения от Евклида к Лобачевскому и далее — к Гильберту 
(или, по крайней мере, один из этих смыслов) состоит в освобождении  
от геометрической наглядности. В системе Гильберта не нуж но знать, 
как «выглядят» точки и прямые. С ними можно (и нуж но) обращаться 
как с объектами, о которых известно лишь то, что описано в аксиомах. 
Тем самым, исходя из аксиом, мы получаем новые результаты лишь с 
помощью логики. Такой взгляд порождает два новых вопроса. П реж де 
всего о самой геометрии. Получение в качестве следствий аксиом боль­
шого числа достаточно глубоких утверждений (как это, например, было 
сделано Лобачевским) само по себе не доказывает непротиворечивости  
построенной системы. Уже к концу XIX в. стало ясно, что доказывать 
непротиворечивость новых систем можно с помощью моделей,  реали­
зую щ их аксиомы системы. Так, Гильберт указывает модель построения 
евклидовой геометрии с помощью чисел. Другой вопрос связан с ана­
лизом самой логики, что и было предпринято с большой интенсивно­
стью в X X  в.



< zj. Комбинаторика

Занят ие  1 
Комбинаторные конструкции

Азбука Морзе

А лфавит состоит из двух  
символов: точка • и тире —.

Построение слов

Слова длины 1

Слова длины  2

Слова длины  3

Каждая буква алфавита 
может быть использована 

один раз, несколько раз  
или ни разу

а

а а а а

Какие построения (конструкции) 
чаще всего используются 
в комбинаторике?

1. Построение слов. Рассмотрим некоторое 
множество символов. Эти символы будем на­
зывать буквам и,  а все множество букв — а л ­
фавитом.

Слово — это последовательность букв дан­
ного алфавита.

Д л и н а  слова  — число букв в данном сло­
ве.

З а д а ч а  1 .  П одсчитать количество слов  
длины k в алфавите из п букв.

В слове длины k имеется k мест. На первое 
место ставим любую из п букв. При заполне­
нии очередного места число возм ож ностей  
увеличивается в п раз.

Ответ: п п -... п = nk. Число слов длины k

в алфавите из п букв равно nk.
2. Р а зм е щ е н и е .  Р ассм отрим  некоторое  

множество объектов. Приготовим ряд  из пус­
тых мест .  Мы различаем порядок мест — 
первое, второе и т .д . Заполнить ряд — значит 
поместить на каж дом его месте какой-либо  
объект из данного множества (каждый объект 
можно использовать лишь один раз).
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Ряд, заполненный объектами данного мно­
жества, называют разм ещ ением  (мы р а з м е ­
щаем объекты на определенных местах).

Пусть число объектов в множестве равно 
п, а длина ряда (число мест в нем) равна к.

З а д а ч а  2 . Подсчитать число А* размещ е­
ний п объектов на к местах.

В отличие от задачи 1, где букву можно  
использовать не один раз, в данной задаче, 
поместив какой-либо объект на определенное 
место, мы забираем его из множества (мешка 
с объектами) и его больше у  нас нет (вторич­
но он появиться не может).

На первое место ставим любой из п объек­
тов. На каждом следую щ ем шаге число воз­
можностей уменьшается на единицу.

Ответ: п(п -  1)(л -  2)... = л(л -  1 )... (л -  к +
. .  k  м н ож и тел ей

+ !)•
Обратите внимание: последний множитель 

равен п -  {к -  1) = п -  к + 1.
Заметим, что если k > п, то один из мно­

жителей будет равен нулю, поскольку нельзя 
п объектам и занять число м ест, больш ее, 
чем п.

3. П ерест ановка.  Рассмотрим множество, 
содержащ ее п объектов. Мы хотим их расста­
вить по порядку, т. е. упорядочить.  Это м ож ­
но сделать, занумеровав объекты. Упорядо­
ченный набор объектов называется переста­
новкой. Этот термин возник потому, что сна­
чала брались объекты, каким-то образом рас­
ставленные, а другие способы упорядочения  
требовали переставить эти объекты.

З а д а ч а  3 . Подсчитать число Рп перестано­
вок п объектов.

Ясно, что эта задача совпадает с задачей о 
размещ ениях в том случае, когда число объ­
ектов совпадает с числом мест — мы расстав­
ляем все п объектов, используя п имеющихся 
мест.

Повторение рассуждения задачи 2 приво­
дит к следующему ответу: л(л  -  1)-... • 2 1. Так 
как число множителей равно п, то последним  
будет число 1. Удобно переставить множители 
и записать результат в виде произведения  
всех натуральных чисел от 1 до п: 1 ■ 2 ■... • л = 
= п\ (читается «л факториал»).

Д вухбуквенны е слова 
в алфавите из трех букв

аа ab ас
Ьа ЬЪ Ьс
са cb сс

Размещение

1 2 3 4 5 6

Размещение трех объектов 
на двух местах

Размещение п объектов 
на к местах

Номера
мест

Число возможных 
размещений

1 п

2 п -  1

3 п -  2

...

k п -  k + 1

Всего вариантов: 
п(п -  1) (л -  2)... (л -  k + 1)

Число размещений л объек­
тов на k местах равно произ­
ведению к последовательных 
целых чисел, наибольшее из 
которых равно л.

67



Дерево перестановок

П ри м еры ,

Перестановка

Рп = П\
Р 4 = 4! = 1-2 3-4 = 24

Размещение

Рп п!
(и-А )! 

п! _ га! _ ^

А" =

(га-О)! га! 
га! га!= — = га!

(га-га)! О!

Анаграмма

— слово с переставленными бук­
вами

Как использовать построенные 
конструкции для решения 
комбинаторных задач?

Главный принцип — не пытаться приме­
нить готовую формулу, не выяснять, «на что» 
дана задача (размещения, перестановки). Сле­
дует проанализировать конструкцию, способ 
составления и перечисления вариантов.

1. Д в о и ч н ы е  от вет ы .  Ч еловеку задаю т  
10 вопросов. На кажды й из них он отвечает 
«да» или «нет». Сколько имеется различных 
вариантов ответов на все 10 вопросов?

Для ответа на первый вопрос есть 2 вари­
анта. Если уж е построены ответы на несколь­
ко вопросов, то ответ на следую щ ий удвоит 
число вариантов.

Ответ:  2 • 2 •... • 2 = 2 10 = 1 0 2 4 . Разумеется, 
в этой задаче встретилась конструкция п о­
строения слов в алфавите из двух букв.

2 . Т ест ы  с вы бором о т в ет а .  Ч еловеку  
предложили тест из 6 вопросов. На каждый  
вопрос надо дать один из предложенных 5 ва­
риантов ответа. Сколько имеется различных 
ответов на все 6 вопросов теста?

Для ответа на первый вопрос есть 5 вариан­
тов ответа. При переходе к очередному вопросу 
число вариантов будет увеличиваться в 5 раз.

От вет :  5 • 5 • 5 • 5 • 5 • 5 = 56 = 1 5 6 2 5 . К онс­
трукция сохранилась. Изменилось число букв 
в алфавите — теперь их стало 5.

3. Слова с различны м и буквам и.  В алфа­
вите 10 букв. Сколько можно построить слов 
длиной 3 с неповторяющимися буквами?

На первое место ставим любую из 10 букв, 
на второе — любую, кроме той, которая уж е  
взята первой. Получаем 10 -9  вариантов. На 
третье место можно поставить любую из 8 не­
использованных букв.

Ответ: 10 -9 -8  = 720. Использована конст­
рукция размещений — на трех местах разме­
щали (без повторений) 10 букв.

4. А н а гр а м м ы  слова  с р а зл и ч н ы м и  б у к ­
вам и.  Сколько существует анаграмм для сло­
ва К А Т Е Р ?

Все пять букв этого слова разные. Переста­
вить 5 букв можно 5! способами.

Ответ: Р 5 = 5! = 120.
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Вопросы и упражнения
■

1. Что понимается под словом в данном алфавите?
2. Сколько имеется слов длиной 5 в алфавите из 6 букв?
3. Имеется алфавит из п букв. Рассматриваются слова, состоящие из т неповто­

ряющихся букв. Какое понятие комбинаторики нужно использовать для опи­
сания таких слов?

4. Сколько имеется слов длиной 3 с неповторяющимися буквами в алфавите из 
6 букв?

5. Что такое перестановка?
6. Сколько существует перестановок из 6 букв?
7. Как связаны между собой понятия «размещение» и «перестановка»?
8. Во сколько раз число размещений 10 объектов на четырех местах меньше чис­

ла размещений тех же объектов на шести местах?

Занятие  2 
Правила комбинаторики

Каковы основные правила 
комбинаторных подсчетов?

1. П равило  сложения. Пусть в множестве 
А  имеется т элементов, а в множестве В  — 
п элементов. Если у множеств А  и В  нет об­
щ их элементов, то в их объединении число 
элементов равно т + п.

М ожно сказать так: если в двух меш ках  
лежат разные предметы и мы ссыпаем их вме­
сте, то чтобы найти их общ ее количество, 
надо сложить количество предметов в каждом  
из мешков.

Если для конечного множества X  через |Х| 
обозначить количество его элементов, то пра­
вило сл ож ен и я  м ож но записать так: если  
А п  В  = 0 ,  то \А и  В\ = |А| + \В\.

Это правило несложно обобщается на слу­
чай , к огда у  м нож еств  А  и В  есть общ ая  
часть.

2. П р а в и л о  в к л ю ч ен и я  — и скл ю чен и я .
Пусть у множеств А  и В  общая часть насчи­
тывает k элементов. Тогда в объединении мно­
жеств Aw. В  число элементов равно т + п -  k, 
т .е . \А и  В| = \А\ + |В| — [А п  В\.

Понятно, что, складывая числа т и п ,  мы 
засчитываем общие элементы дважды.

Правила
комбинаторики

Правило сложения

А  п  В = 0

V
|А и  В\ = |А| + \В\
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Правило 
включения — исключения

\А и  В\ = \А\ + |Б| — \А п  В\

\А + В + С\ = \А\ + \В\ + |С| -  
-  \А п  В\ -  [A n  С\ -  \В п  С\ + 

+ [А п  В п  С|

Правило умножения

\А х В\ = \А\ х |В|

в

А t t
f t f t
f t f t

§ f t f t
jjnjj f t f t

Правило включения — исключения рас­
пространяют на объединение произвольного 
числа множеств.

3. Правило умножения. Число пар, состав­
ленных из элементов множеств А  и В,  равно 
произведению элементов этих множеств.

М ножество пар элементов двух множеств 
часто обозначают с помощью знака произве­
дения. Тогда правило умнож ения можно за­
писать так: |А х В| = |А| х |В|.

Правило умножения легко пояснить с по­
мощью таблицы. Если мы составим прямо­
угольную таблицу и занумеруем (обозначим) 
ее строчки элементами множества А ,  а столб­
цы — элементами множ ества В , то клетки  
таблицы будут соответствовать парам (о; Ь), 
где а е  А , b <е  В. Число клеток таблицы, оче­
видно, равно произведению числа строк и чис­
ла столбцов.

Как применяются правила 
комбинаторики при решении задач?

1. Число слагаемых.  Рассмотрим произве­
дение (а + b + с)(а2 + Ъ2 + с2 -  аЪ -  ас -  Ьс).

Сколько одночленов (до приведения подоб­
ных) получится при умнож ении «скобки на 
скобку»?

Этот ж е вопрос можно переформулировать 
так: «Сколько пар можно составить из одно­
членов в первой и второй скобках?» Выберем  
любой из трех одночленов в первой скобке и 
любой из шести — во второй. Число пар рав­
но 3 -6  = 18 — использовали правило умнож е­
ния.

2. Меню.  В меню указано 5 закусок, 3 пер­
вых блюда, 4 вторых и 3 десерта. Каким чис­
лом способов можно заказать обед из четырех 
блюд?

При продумывании заказа составляем чет­
верки названий:

1 ) закуска;
2) первое блюдо;
3) второе блюдо;
4) десерт.
В первую строчку этой четверки вписыва­

ем любой из пяти данных вариантов, во вто­
рую — любой из трех и т .д . Общее число ва-
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риантов будет равно произведению 5 3 4 3 = 
= 180. Это пример на обобщение правила ум ­
ножения. Мы составляем не только пары, но 
и наборы из двух, трех, четырех и более объ­
ектов.

3. А вт ом обильны е номера.  Автомобиль­
ный номер состоит из трех букв и трех цифр. 
Используется 20 букв и все 10 цифр. Номер, 
имеющий все 3 нуля, также допустим (напри­
мер, A 000A A ). Сколько можно изготовить та­
ких номеров?

У номера 6 мест. Первое, пятое и шестое 
предназначены для букв, второе, третье, чет­
вертое — для цифр. Заполнение мест проис­
ходит независимо друг от друга.

Ответ:  20 10 10 10 2 0 -20  = 8 -10е.
4. Число слов. В алфавите 4 буквы. Сколь­

ко можно составить слов из букв этого алфа­
вита, имеющ их не более 3 букв?

Число слов длины k из алфавита в 4 буквы 
равно 4*. М ножества слов разной длины не 
имеют общих элементов. Применяем правило 
сложения.

Ответ:  4 + 4 2 + 4 3 = 4 + 16 + 64 = 84.
5. Число учеников.  В классе каждый уче­

ник изучает какой-нибудь язык. При этом 20 
учеников изучают английский, 12 — фран­
цузский, а 7 учеников — оба языка. Сколько 
учеников в классе?

Если слож ить количество учеников, и зу ­
чающ их английский и французский языки, 
то мы учтем всех учеников, но тех, которые 
и зу ч а ю т два я зы к а , за сч и т а ем  д в а ж д ы . 
П рименяем правило включения — исклю ­
чения.

Ответ:  20 + 12 -  7 = 25.
6. «Х от я бы один р а з» .  Два раза подряд  

бросают игральную кость. В каком числе слу­
чаев хотя бы один раз выпадет цифра 6?

Все случаи разобьем на два класса: ни р а зу  
не выпадает цифра 6, хоть раз  выпадает циф­
ра 6. Общих элементов у  этих классов нет. 
Всего возможных вариантов, т .е . число пос­
ледовательностей из двух цифр при запасе в 
6 цифр, равно 62, при запасе в 5 цифр (все, 
кроме шестерки) равно 52. Применяем прави­
ло сложения: 62 = 52 + х.

Ответ:  6 2 -  52 = 11.

Меню

Блюдо
Коли­
чество
блюд

Закуска 5

Первое 3

Второе 4

Десерт 3

Число вариантов 
обеда из четырех блюд:

5 - 3 4 - 3  = 180.

Автомобильные номера

A000AA  
Количество номеров: 

20-10 10 10 20 20 = 8 106

Число слов

Количество букв  
в алфавите — 4 

Длина слова — k 
Число слов — 4* 

k = 3 => 
по правилу сложения: 

4 + 42 + 43 = 84

Число учеников

(^ 2 0 ~ ^ ~ ~ 1 2 ^ )

Число учеников в классе: 
20 + 12 -  7 = 25

«Хотя бы один раз»

Класс 1: ни р а зу  не выпада­
ет цифра 6.

К ласс 2: хотя бы один раз  
выпадает цифра 6.
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Вопросы и упражнения
■

1. Как определить суммарное число элементов в двух множествах, если известно 
число элементов в каждом множестве, причем часть элементов может быть об­
щей?

2. В чем состоит правило умножения?
3. В тестовом задании четыре примера. На каждый пример предложено 5 ответов. 

Каким числом способов можно выбрать ответ на задание?
4. Игральная кость бросается два раза подряд. Для каждой возможной суммы вы­

павших очков подсчитайте число возможных вариантов. Проверьте: сложив 
варианты для каждой возможной суммы, вы должны получить общее число ва­
риантов.

З а н я т и е  3 

Число орбит

Орбита

— множество одинаковых (рав­
ноценных) вариантов

Размещения АЦ

— размещение без повторений 
из k элементов по т элементов

П р и м е р ы

• рассадить 6 человек в ряд 
можно 6! (720) способами;

• рассадить 6 человек за круг­
лый стол можно 5! (120) спо­
собами;

• составить колонну из пар 
«мальчик—девочка» при на­
личии 5 мальчиков и 5 дево­
чек можно 5!5!25 способа­
ми.

Как при комбинаторных подсчетах 
учитываются комбинации, которые 
считаются одинаковыми?

При подсчете числа вариантов часто при­
ходится считать одинаковыми (от ож дест ­
в л я т ь ) варианты по некоторому признаку. 
Если объединить все варианты, которые счи­
таются одинаковыми, то получим множество, 
которое называют орбитой.

1. Круглый стол. Посадим 6 человек в ряд. 
Это можно сделать 6! способами. Теперь поса­
дим их за круглый стол. Будем считать одина­
ковыми способы расстановки людей, которые 
можно получить поворотом стола по кругу.

Возьмем одну расстановку и будем повора­
чивать стол. Мы получим орбиту из ш ести  
расстановок. Общее число орбит будет в 6 раз 
меньше, чем число всех расстановок.

Ответ:  — = 5! = 120.
6

2. Число пар. Имеется 5 мальчиков и 5 де­
вочек. Каким числом способов их можно рас­
ставить в колонну, составленную из пар «маль­
чик — девочка»?

Будем считать одинаковыми колонны, в 
которых мальчик стоит слева или справа. Тог­
да общ ее число способов мож но подсчитать 
следующим образом: выбор ряда для мальчи-
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ков — 5! способов; выбор ряда для девочек — 
5! способов.

Возьмем одну расстановку в пары и начнем 
менять в парах левую и правую позиции. Из 
одной расстановки получим 2 5 = 32 других  
(меняем позиции в каждой паре независимо 
друг от друга). Объединив варианты в орбиты 
и заметив, что число элементов в каж дой ор­
бите одно и то ж е, равное 32 , получаем ре­
зультат.

1 , кЛ2 оп 120 120 32 0 , , П/ЛО т вет : ----- (5!) -32 = ------------------- = 24 400.
32 v ' 32

3. Число сочетаний.  Каким числом спосо­
бов можно выбрать подмножество (неупоря­
доченное!) из к элементов из множества, со­
держащ его п элементов?

Если бы мы рассаживали людей на к мест 
по п ор я дк у, то получили бы ответ в виде  
п(п  -  1) -... (га -  k + 1) — число размещений.

Объединим расстановки в орбиты, меняя  
местами (переставляя) выбранных к человек. 
Это можно сделать к\ способами. Число орбит 

га (ra -l)-...-(ra -fc  + l )будет равно
к\

Мы получили выборку элементов, в кото­
рой порядок элементов не имеет значения. 
Раньше подмножества называли сочетания­
м и,  поэтом у пол уч ен н ое число назы ваю т  
«числом сочетаний из га по А» и обозначают 
С*.

Принято также обозначение

ЛгаЛ

А

, , k ra(ra-l)-...-(ra-ft + l )
— —

k\
га!

C* =
A* _ (га -  гаг)! га!
Pk ml гаг!(га -  гаг)!

Свойство сочетаний

4. Число анаграм м .  Мы подсчитали ранее 
число анаграмм слова с различными буква­
ми. Если число букв в слове равно га, то это 
число равно числу перестановок га элементов, 
т .е . числу га!.

П р и м е р  

Число подгрупп

Каким числом способов мож­
но выбрать подгруппу из трех 
человек из группы в шесть че­
ловек?

Сначала подготовим три мес­
та и посадим в них трех чело­
век по порядку.

Это можно сделать 6 - 5 - 4  = 
= 120 способами.

Теперь объединим в одну ор­
биту расстановки, не отличаю­
щиеся составом тройки, но раз­
личающиеся лишь тем, в каком 
порядке они посажены.

В каждой орбите будет по 
3! = 6 расстановок.

Ответ-. 6 5 4  120
3!  ~  6

=  20 .

П р и м е р  

Число сочетаний

Дано множество элементов: 

х = {1, 2, 3}.

Необходимо из данного мно­
жества составить двухэлемент­
ные подмножества.

Их будет три: {1, 2), {1, 3}, 
{2, 3}. Из элементов каждого  
подмножества можно образо­
вать 2! орбит длины 2:

(1, 2) (1, 3) (2, 3)
(2, 1) (3, 1) (3, 2),

которые являю тся разм ещ е­
ниями без повторения из трех 
элементов по два, и их число 
равно Ag = 3 • 2 = 6. С другой  
стороны, это число равно 2!С| =>

_ AS2 !С| => Cl = 1з
2!
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П р и м е р  

Число сочетаний

На прямой взяли десять то­
чек.

Сколько всего получилось 
отрезков, концами которых яв­
ляются эти точки?

Л20 10 9
2 ! 1 2

Бином Ньютона

(о + Ъ)п = о"(1 + х)п

(вынесли ап за скобку
и обозначили b/а  через х)

Рассмотрим разложение би­
нома (1 + х)п по степеням х:

(1 + х)п = 1 + atx  + а2х2 + ... +
+ ап_ гх п~ 1 + хп.

Коэффициенты ак задаются 
формулой

„ь  n ( n - l ) - . . . ( n - A  + l )  

к\
Мы умножаем п скобок вида 

1 + х  друг на друга. Чтобы по­
лучить степень х к, нужно вы­
брать в А из них х, а в осталь­
ных п -  k — единицу. Число 
вариантов выбора k объектов 
из п возможных — это и есть 
определенное нами число соче­
таний из п по k, т .е . число С*. 
Для удобства полагают С® = 1 
и записывают формулу бинома 
так:

(1 + х)п =С°п +С\х + ...

Теперь рассмотрим случай, когда в слове 
есть одинаковые буквы. Н апример, найдем  
число анаграмм слова ОКОЛО ТОК.

Это слово из восьми букв, причем в нем  
4 раза встречается буква О, два раза — К ,  
а буквы Л  и Т  по одному разу. Сделаем оди­
наковые буквы разными (например, напишем  
их разным шрифтом — К  и К). Теперь все 
8 букв разные и число анаграмм этого слова 
равно 8!. Объединим их в орбиты, отож дест­
вляя одинаковые, но по-разному записанные 
буквы О и К .  Переставляя разные написания 
букв О (4! способа) и К  (2! способа), получим  
орбиту из 4! • 2! = 48 слов. Чтобы получить чис­
ло анаграмм исходного слова, нуж но 8! раз­
делить на длину орбиты.

8 !Ответ:  ------ = 840.
4!2!

Как возводить в степень 
сумму одночленов?

1. Формула бинома Н ьют она.  Словосоче­
тание «бином Ньютона» давно стало символом 
трудности и непонятности математики. На 
самом деле идет речь о достаточно простой  
вещи: если взять двучлен (бином) а + Ъ, воз­
вести его в степень и сложить подобные сла­
гаемые, то получится сумма одночленов вида 
акЪ1 с некоторыми коэффициентами. Формулу 
вычисления этих коэффициентов связывают 
с именем И .Н ьютона, хотя она использова­
лась гораздо раньше.

При возведении в степень бинома а + Ъ по­
лучаем формулу: (о + Ъ)п = С®ал + С \ап~1Ъ +... +
+ с;‘:1аьп-1 + с /1ьп.

Частные случаи этой формулы при п = 2, 
3, 4 вам хорошо знакомы.

Числа Ск называют биномиальными коэф­
фициентами.

2. Свойства биномиальных коэффициен­
тов.

1) Ч аст ны е сл уч аи .  П олезно запомнить  
п е р в ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы :  С® = 1, С „= п ,

2 _ п ( п - 1) £ 3 _ га(га-1)(га-2)
” ~ 2 ’ п ~ 6

74



2) З а п и сь  через ф а к т о р и а л ы .  Ф ормулу

С* =
n (n - l) - ...- (n - ft  + 1) 

ft!
м ож н о п р еобр азо­

вать к более симметричному виду, домножив  
числитель и знаменатель на (п -  k)\. В числи­
теле восстановятся все числа от 1 до п. П олу­

чится формула С* = fe,^ - f e ) r

3) Симметрия. Равноотстоящие от концов 
биномиальные коэффициенты равны м еж ду  
собой: С* = С"~*. Это очевидно из предыдущей 
формулы.

Симметрией пользуются для вычисления  
биномиальных коэффициентов С* с больши­

ми ft: С"*1 = С 1 = п ,  С"-2 = С2 = ^  и т .п .

Чтобы выбрать ft элементов из множества 
в п элементов, можно указать те из них, ко­
торые останутся, не будут выбраны. Если мы 
выбираем ft элементов, то остается п -  ft. По­
этому число выборок по ft элементов (из п) 
равно числу выборок по n -  ft элементов.

4) Сумма биномиальных коэффициентов

C ® + C i+ ... + CJ-1 + Q = 2 " .

Для доказательства можно положить в раз­
ложении (1 + х )п вместо х  единицу: (1 + 1)" = 
= С° + С\ +...  + с ; -1 + С'1. Эту ж е формулу мож ­
но получить из других соображений. Подсчи­
таем двумя способами общее возможное число 
выборок из множества, содерж ащ его п эле­
ментов (число всех подмножеств п-элементного 
множества).

С одной стороны, это число равно 2" — для 
каждого элемента есть две возможности, по­
пасть или не попасть в выбираемое подмно­
жество, причем для каждого элемента эти воз­
м ож ности выбираются независимо друг от 
друга. Это ж е число можно получить иначе — 
сначала зафиксировать число ft элементов в 
подм нож естве. П олучим число С*, а затем  
сложим по всем ft, чтобы найти общее число 
вариантов.

3. Р екуррент ны е соотношения.
1) Представим себе, что к п элементам дан­

ного множества мы добавили ещ е один и из

Биномиальные
коэффициенты

Свойства биномиальных 
коэффициентов

с*=сг симметрия

С£ + С\ +...+ С”"1 + С£ = 2П 
сумма

n̂+k-1 n̂+k-l

рекуррент­
ные соотно­
шения

Треугольник Паскаля

Биномиальные коэффици­
енты можно находить с помо­
щью известного треугольника 
Паскаля:

/ >
/  V  \

/  V  V  \
/  V  V  V  \

<  V  V  V  V  >
\ /  \ /  V  \ /  \ /

с\ \ i
АТ 0 \т1 \т2С2 V2 / 2

АТ 0 \т1 \т2 \тЗ>3 >3 >3  >3
0Z \  /  \  /  \  3 Z  \  4CU /-т 1 /~1 ̂  /Т о /тЧ
4  > 4  > 4  > 4  > 4

\ Z  \ Z  ^  \ Z
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П р и м е р

Возьмем 10 объектов одного 
сорта, например кружков.

Поставим их в ряд и помес­
тим м еж ду ними две перего­
родки:

o o o l o o o o l o o o
Перегородки разделят число 

10 на 3 слагаемых:

10 = 3 + 4 + 3.

Перегородки могут стоять 
рядом, тогда слагаемые будут 
нулями:

o o o l  lo o o o o o o
10 = 3 + 0 + 7;

о о о о о о о о о о !  I
10 = 10 + О + 0.

Теперь у нас 12 мест и мы 
должны указать два из них, где 
будут стоять перегородки.

Это можно сделать числом  
способов, равным

Сй, = 1 2 1 1 = 6 6 .
12 2

Формулу легко обобщить:
для разбиения числа п на k 

слагаемых понадобится k -  1 
перегородка, т .е.

r \ k - 1 _  гм1
'^ n + k - l  rt+fe—1 •

Ответ: Cf2 = 66.

полученного множества хотим выбрать под­
множество из к + 1 элемента. По определению  
это число равно Все эти выборки разо­
бьем на два сорта — те, которые содерж ат  
один добавленный элемент, и те, которые его 
не содержат. Первых будет С* штук (один эле­
мент уж е взят, а из остальных надо взять еще 
к), а вторых — С*+1 (все к + 1 элементов берут­
ся из исходного множества).

Тем самым С* + С*+1 = С*#.
2) Решим двумя способами следующую за­

дачу: из группы в га человек надо выбрать ко­
манду в к человек и среди них назначить ка­
питана команды.

Сначала можно выбрать всю команду (чис­
ло способов С*) и из нее выбрать капитана  
(k способов). Всего получится feC* способов.

М ожно сначала из всей группы выбрать 
капитана (га способов), а затем из оставшихся 
выбрать к - 1  рядовых членов команды (С*!*) — 
всего nC*z\ способов.

Результат: кС* = пС*:\, т .е . С* = ^ С ^ 1.
к

4. Число одночленов данной конструкции.  
Как подсчитать число одночленов 10-й степе­
ни с тремя буквами а, Ь и с?

Каждый такой одночлен имеет вид анЪ1ст, 
где k + I + т  = 10. Эта задача равносильна та­
кой: каким числом способов можно предста­
вить число 10 в виде упорядоченной суммы  
трех неотрицательных целых чисел:

10 = 10 + 0 + 0 = 9 + 1 + 0 = 9 + 0 + 1 =
= 8 + 2 + 0 = 8 + 0 + 2 = 8 + 1  + 1 = ... и т .д .

Вопросы и упражнения
■

1. Каким числом способов можно выбрать двух человек из ста?
■ 2. Каким числом способов можно выбрать 98 человек из 100?

3. Какие формулы для вычисления числа сочетаний вы знаете?
4. Во сколько раз число анаграмм слова А Н А ГРА М М А  меньше числа перестано­

вок девяти различных букв?
5. Сколько раз встретится одночлен а3Ь7 при возведении а + Ь в десятую степень 

без приведения подобных членов?
6. Чему равна сумма коэффициентов в разложении (а + Ь)9?
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7. Чему равна сумма коэффициентов в разложении (2а + Ь)9?
8. Каков самый большой коэффициент в разложении (а + Ъ)7?
9. Каким числом способов можно разложить 10 одинаковых монет в 3 кармана?

10. Каким числом способов можно разложить 10 разных монет в 3 кармана?

Самая древняя игральная кость, т. е. кубик с нанесенными на грани 
шестью различными знаками, была найдена при раскопках в северном  
Ираке. Ее возраст составил около 5 тыс. лет. Комбинации, возникаю ­
щие при бросании игральной кости и в других играх, всегда привлека­
ли людей, никак не связанных с математикой, потому что наименова­
ние нашего вида, homo sapiens (человек мыслящий), уж е давно (по мере 
разочарования в мыслительных способностях человека) стало ставить­
ся рядом с наименованиями homo faber (человек делаю щ ий) и homo 
ludens (человек играющий).

Различные игры (например, кости, карты, лото, домино) ставят пе­
ред человеком вопросы, требующие тщательного анализа и применения  
серьезной математической техники. Постепенно выяснилось, что ана­
логичные вопросы возникают не только в играх, но и в самых разно­
образных и внешне далеких друг от друга сферах человеческой деятель­
ности — экономике и планировании, лингвистике и криптографии, те­
ории стрельбы и организации движения транспорта. С помощью ком­
бинаторики и тесно связанных с ней таких разделов математики, как 
статистика и теория вероятностей, удалось найти строгие закономер­
ности там, где их не должно было бы быть по самому смыслу — в мире 
случайных явлений, среди хаоса и беспорядка.

Среди родоначальников ком бинаторики и теории вероятностей  
надо назвать знакомые имена — Б. Паскаля и П. Ферма, Я. Бернулли и 
П. Лапласа и, разумеется, Л. Эйлера.

Согласно легенде, 29 июля 1654 г. Паскаль написал письмо Ферма, 
в котором рассказал о «скандале в доме математики», обнаруженном  
французским аристократом, страстным игроком и достаточно образо­
ванным человеком де Мере. Вопрос состоял в следующ ем. Сколько раз 
надо подряд бросить игральную кость, чтобы шансы того, что хоть раз 
выпадет шестерка, превысили половину? На этот легкий вопрос де Мере 
знал правильный ответ — четыре. (Как само собой разумеющ ееся, П а­
скаль в письме к Ферма называет количество комбинаций — при четы­
рех бросаниях кости в 625 случаях ни разу не выпадет ш естерка и в 
671 случае она выпадет хотя бы один раз.) Более распространенной была 
игра с одновременным бросанием пары костей. Как нечто очевидное, де 
Мере считал, что отношение 4 : 6 (числа необходимых бросаний к чис­
лу возможных исходов) сохранится и при бросании пары костей. Общее 
число исходов в этом случае равно 62 = 36 и, следовательно, нуж но про­
извести 24 бросания пары костей (24 : 36 = 4 : 6), чтобы шансы на вы-

Из истории комбинаторики
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падение двух шестерок превысили половину. Однако его опыт игрока 
свидетельствовал о том, что это не так и необходимо не 24, а 25 броса­
ний.

Эта задача де Мере (а он является автором еще нескольких важных  
и более трудны х вопросов) будет нам вполне по силам. Общее число  
комбинаций сейчас уж е велико, но точные вычисления Паскаля пока­
зали, что доля успеш ных вариантов при 24 бросаниях равна приблизи­
тельно 0 ,4 9 1 4  и лишь при 25 бросаниях чуть превосходит половину — 
0 ,5 0 5 5 . Надо было долго играть в кости, чтобы почувствовать разницу  
м еж ду этими двумя дробями.

Несмотря на то что комбинаторика является столь древним разделом  
математики, в школе ее изучали мало. Произош едш ий в последние де­
сятилетия взрыв интереса к комбинаторике во многом объясняется на­
ступлением компьютерной эры и повышением роли так называемой  
дискретной математики, имеющей дело прежде всего с конечными мно­
жествами. Нашей задачей является ознакомление с методами комбина­
торики, которые позволят выработать общие принципы решения раз­
личных интересных задач и подготовиться к восприятию идей теории 
вероятностей.
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f : ^  Координаты и векторы

З а н я т и е  1

Повторение пройденного

Что нам известно о координатах 
и векторах на плоскости?

1. Д екарт ова система координат на плос­
кости. Проведем на плоскости две взаимно­
перпендикулярные координатные прямые  с 
общим началом О. На каждой из этих прямых 
выбрано направление и указан масштаб. Обоз­
начим построенные оси Ох  и О у.  Точки на 
осях определяю тся своими координатам и. 
Возьмем произвольную точку Р  на плоскости 
и спроектируем ее на оси координат. Получим  
точки Р х и Р у с координатами на осях х  и у  
соответственно. Пара чисел (х; у)  называется 
координатами точки Р  в построенной системе 
координат.

2. Векторы на плоскости.  Вектор на плос­
кости изображается направленным отрезком  
и обозначается либо а, либо А В ,  где А  — на­
чало вектора; В  — его конец. При этом соб­
людаются следующ ие правила:

• однородност ь.  От любой точки мож но  
отложить направленный отрезок, изображаю­
щий данный вектор, или иначе: вектор м ож ­
но отложить от любой точки;

• условие равенст ва.  Направленные отрез­
ки изображают один и тот ж е вектор в том и 
только в том случае, когда отрезки равны по 
длине, параллельны и одинаково направлены;

• правило трех точек. Если отрезок А В  
изображает вектор а, отрезок ВС  — вектор Ь,

Координаты

Векторы

АВ = DF = СЕ = Е К
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AC  = X • а, X > О 

а
А  В С

АС  = X • а, X < О 

а _
"с* Л

а -а
В А С

А
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то отрезок АС изображ ает сум му векторов 
а + Ь;

• растяж ение.  Если отрезок А В  изобра­
жает вектор а, то вектор Ха можно изобразить

как отрезок АС,  леж ащ и й на прямой А В ,  
длиной |АС| = |Х||АВ| и с направлением, совпа­
дающ им с направлением отрезка А В ,  если  
X > 0, и противоположным ему, если X < 0;

• правило параллелограмма. Пусть ОАх = а 
~> —>

и ОА2 = Ь. Тогда диагональ ОА3 параллело­
грамма ОА1А 3А 2 с о  сторонами О А х и О А 2 изо­
бражает сумму векторов а и Ь;

• изображение противоположного вект о­

р а .  Пусть А В  = а и точка С симметрична В
относительно А . Тогда отрезок АС = В А  изо­
бражает вектор - а ,  противоположный векто­
ру а;

• изображение нулевого вектора. Нулевой 
вектор 0  изображается точкой, т. е. отрезком, 
у которого начало и конец совпадают;

• правило многоугольника.  Если несколь­
ко векторов изображены так, что начало вто­
рого есть конец первого, начало третьего — 
конец второго и так далее, то отрезок, соеди­
няющий начало первого вектора с концом по­
следнего, изображает сумму этих векторов;

• изображение разност и.  Если два векто­
ра а и b отложены от одной точки О: О А  = а, 
ОВ = Ь, то их разность b -  а изображается от­
резком АВ, соединяющ им концы векторов. 
Полезно также запомнить, что диагонали па­
раллелограмма изображают векторную сумму 
и разность сторон параллелограмма.

3. Связь между координатами и вект ора­
ми. Если вектор а изображается направлен­
ным отрезком АВ, а декартовы координаты  
точек А  и В  известны , например А ( х j, у х), 
В (х 2, у 2), то вектор а однозначно задается па­
рой чисел (х 2 -  х х, у 2 -  у^), т .е . разностями
координат конца и начала отрезка А В .

Пусть Х а = х 2 -  Х и  Уа = У2 -  Уй U  j —  вД И " 
ничные векторы (орты) координатных осей. 
Тогда а = x ai + y j .  Это равенство называется 
разл ож ен и ем  вектора а по координатны м

к

А К  = А В  + В С + CD + 

+ D E + E F + F K



осям, а числа (ха, у а) называются координа­
тами вектора а.

При сл ож ен ии  векторов их координаты  
складываются, а при умнож ении вектора на 
число координаты вектора умножаются на это 
число.

Как с помощью координат 
можно задавать множества точек 
на плоскости?

1. У равн ени е  прямой.  Общее уравнение  
прямой имеет вид а х  + Ьу + с = 0. Прямая, па­
раллельная оси Оу, задается уравнением вида 
х = с. Прямую, не параллельную оси Оу, мож ­
но задать уравнением с угловым коэффици­
ентом k: у  = kx  + Ъ.

2. Уравнение окружности.  Общее уравне­
ние окружности с центром С(а; Ь) и радиусом  
R  можно задать в виде (х  -  а)2 + (у  -  Ъ)2 = R2. 
В частности, единичная окружность с цент­
ром в начале координат задается уравнением  
х 2 + у 2 — 1.

3. Уравнение произвольной кривой С м ож ­
но записать в виде f(x, у) = 0, где f(x, у)  — не­
которое выражение с буквами (переменными) 
х  и у.

Когда говорят, что некоторое соотношение 
меж ду координатами есть уравнение кривой 
С, то это означает, что:

• координаты любой точки кривой С свя­
заны данным уравнением;

• всякая точка плоскости, координаты ко­
торой удовлетворяют уравнению, леж ит на 
кривой С.

Как можно использовать 
координаты и векторы при решении 
геометрических задач?

1. С ередина о т р езк а .  Если дан отрезок  
А гА 2 и  известн ы  к оорди наты  его концов  
А ^ а ^ ,  &х)  и А 2(о2; Ь 2) ,  т о  координаты точки 
В(о; Ь) — середины отрезка А ХА 2 — вычисля-

а, + а2 , Ъл+Ъ2 _  ются по формулам а -  — ; о = ---------. В век-

в  с

А С  = А В  + A D  

B D  = A D - A B

Связь координат 
с векторами

Координаты суммы векторов 
и произведения вектора 

на число

(а + Ь)(ха +хь; уа +уь) 

k a(kxa; kya)

Уравнение прямой

У

о с  х

А В  = а(х2 - х 1; у2-У\)
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Уравнение
прямой

Уравнение
окружности

торной форме можно записать соотнош ение

о в  = | ( о а 1+ о а 2).

2. Доказать, что середины сторон произ­
вольного четырехугольника образуют парал­
лелограмм.

Дан четырехугольник A B C D  и отмечены  
середины его сторон М , N , Р , Q. Векторное

равенство M N  = QP  будет означать, что две 
противоположные стороны M N  и P Q  четы­
рехугольника M N P Q  равны и параллельны. 
Этого достаточно для решения задачи. Выра­
зим векторы M N  и QP  через векторы ОА, 

ОВ, ОС и O D :

M N  = O N -  О М  = | ( о В +  Ос) - 1 ( ОА+ О В ) =

= - ( о С - О А );
2 ’

QP  = O P -  OQ = ^ (оС +  о Ъ ) -  | ( о А +  о Ь )  =

= - ( о с - о а ).
2

Получим, что = QP.

Вопросы и упражнения
■

1. Какие правила изображения векторов на плоскости вам известны?

2. В чем состоит правило параллелограмма?

3. В чем состоит правило многоугольника?

4. Как вычисляются координаты вектора?

5. Какова связь между координатами точек и векторами?

6. Как записывается уравнение прямой?

7. Как записывается уравнение окружности?

8. Как записывается уравнение произвольной кривой?
9. Определите координаты середины отрезка, если известны координаты его 

концов.
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З а н я т и е  2

Координаты и векторы в пространстве

Что меняется при переходе 
от плоскости к пространству?

1. Д ека р т о ва  сист ем а координат в про­
странстве.  В пространстве через любую точ­
ку О  можно провести три взаимно-перпенди­
кулярные прямые. Взяв точку О в качестве 
общего начала, выбрав на каждой прямой на­
правление и масштаб, мы превратим их в ко­
ординатные прямые — числовые оси Ох, Оу  
и Oz.

Л ю бую  точ к у Р  в простран стве м ож н о  
спроектировать на построенные оси, проведя 
через нее плоскости, перпендикулярные этим 
осям. Координаты проекций Р х, Р у и Р г на 
осях Ох, О у  и O z  составят тройку координат 
точки Р (х , у ,  г).

2. В ект оры  в пространстве.  Так ж е как 
и на плоскости, векторы в пространстве изоб­
ражаются направленными отрезками. К д е­
вяти сформулированным в занятии 1 прави­
лам изображения векторов, которые сохраня­
ются и для пространства, полезно добавить 
еще одно:

П равило  параллелепипеда.  Если ОА2 = а,

ОА2 = b  и  ОА3 = с, то диагональ О А  парал­
лелепипеда со сторонами ОА2, О А 2, О А 3 изоб­
ражает сумму векторов а + b  + с.

Что ж е все-таки меняется в исчислении  
векторов при переходе от плоскости к про­
странству? Меняются не отдельно взятые век­
торы, а свойства их совокупности. Возьмем

ненулевой вектор А В .  Любой вектор Ь, леж а­
щий на прям ой А В ,  м ож но представить в

виде: b  = а  - А В .  Такие векторы называются 
колли неарны м и  (леж ащ им и на одной пря­
мой). Перейдем к плоскости. Возьмем на ней 
два неколлинеарны х вектора а и Ь. Любой  
вектор с на этой плоскости можно разложить  
по этим векторам: с = аа + Pb. Такие три век­
тора называются компланарными  (лежащими  
в одной плоскости). В пространстве мож но  
найти три некомпланарных вектора а, b  и с.

Координаты

Векторы

О А = ОА2 + ОА2 + ОА3 

О А  = а + b + с



D

У

Теперь любой вектор d можно разложить по 
этим векторам: d = аа + Pb + ус.

3. Связь между координатами и вект ора­
ми. При переходе к пространству вид связи  
сохраняется. Теперь выбираем тройку ортов 
координатных осей i, j, к. Если проекции точ­
ки Р(х; у; г)  на координатные оси обозначены

через Р х, Р у и Р г, то вектор ОР  равен сумме

ОРх + ОРу + ОРг = x i + у) + zk.  Координаты лю ­
бого вектора а, заданного направленным от­

резком А 1А 2, м о ж н о  выразить через коорди­
наты его концов Axixx; у ц  z j ,  А 2(х2; у 2; z 2):

а = А ХА 2 = ОА2 -  ОАх =

= (ж2 “ * i )»+ (*/2 -  J/1) j + (г2 -  Zi )k.

Как можно использовать координаты 
и векторы в пространстве?

1. Какие точки пространства описываются 
уравнениями вида х  = 2, у  = -1 ,  г = О?

Когда одна координата точки постоянна, 
а остальные произвольны, точка леж ит в пло­
скости, перпендикулярной той оси, которая 
соответствует постоянной координате, т .е . эта 
плоскость параллельна координатной плоско­
сти, где лежат две другие оси.

2. Где в пространстве лежат точки, коорди­
наты которых удовлетворяют условию у  = х!

На координатной плоскости хО у  условие 
у  -  х  задает известную  прямую . Все точки  
пространства, проектирующиеся на эту пря­
мую , будут иметь координаты , связанны е  
этим условием (и только они). Поэтому отве­
том будет плоскость, перпендикулярная пло­
скости хО у  (или иначе, содержащ ая ось Ог) 
и проходящ ая через прямую у  -  х  этой пло­
скости.

3. В пространстве даны три точки с коор­
динатами А(1; -1 ; 2), В(3; 0; -1 )  и С (-2; 4; -3 ). 
Как построить точку D ,  если четыре точки 
A BC D  (в указанном порядке) образуют парал­
лелограмм?

Вершину D  можно определить из вектор­
ного равенства B A + B C  = B D .  Найдем коор­

динаты векторов В А, ВС  и их суммы:

А, А2 = ОА2 -  О А  х

а || гОу
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B A  = О A  -  OB  = -2 i  -  j + 3k;

BC = O C - O B  = -  5i + 4 j -2 k ;

B D  = B A  + BC = -  7i + 3j + k. 

Обозначим неизвестные координаты точки 

D  через (х; у; г).  Имеем: B D  = O D -O B .

OD  = BD+ ОВ = - 7 i  + 3j + k + 3 i - k  =
= -4 i  + 3 j = x i + yj  + 2k.

Получаем x  = -4 ; у  = 3; z  = 0.

f y  Вопросы и упражнения 
■

1. В чем состоит правило параллелепипеда?
2. Какие векторы называются коллинеарными?
3. Какие векторы называются компланарными?
4. Как вычисляются координаты вектора в пространстве?

З а н я т и е  3

Скалярное произведение

Как вычисляется скалярное 
произведение векторов?

1. Формулы.  Известны следующ ие форму­
лы для вычисления скалярного произведения 
векторов на плоскости:

• формула через длины и угол: A B  CD  =
= \АВ\ ■ ICDlcosa, где |АВ|, \CD\ — длины отрез­
ков, а a  — угол м еж ду ними;

• формула в координатах: а 1 а2 = х ,х 2 + уху2, 
где (х г; у г) и (х2; у 2) — координаты векторов 
&х и а2.

Эти способы вычисления сохраняю тся и 
для пространства.

В первой формуле ничего менять не надо, 
она не зависит от того, где лежат два направ­

ленных отрезка А В  и CD.
Во второй формуле необходимо учесть тре­

тью координату: а г а2 = х хх 2 + У\У2 + z xz 2, где 
(Xj; ух', 2 j) и (х2; у 2; z 2) — пространственные 
координаты векторов а г и а2.

П ри м еры .

a = (А В ; сЪ )

А В D C  
a  = 180°

A D АВ ■ DA  = 0
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к  i  =  i  к  =  О 

j  к  =  к  j  =  О

П р и м е р

ABCD  — ромб со стороной а 
и острым углом 60°.

В а с

Вычислите:

1) В А А С  + В С А С :  

В А - А С  + ВС ■ АС  = 

= { в А +  В с )  • АС = 

= BD ■ АС  = 0; 

2) | АС  |:

| А С |2=| A B + A D \2=

= (А В  + A D )[a B + A D )  = 

= A B A B  + 2 A B A D  +

+AD  ■ A D  = a 2 +  2a2 x

y.— + a 2 = 3a2.
2

| AC  |= aV3. 

Ответ: 1) 0; 2) aV3.

2. Ортогональность.  Два вектора ах и а2 
называются орт огональны м и  (перпендику­
лярными), если их скалярное произведение 
равно нулю. Обозначение: a j ± a 2.

Если хотя бы один из векторов нулевой, то 
считаем, что скалярное произведение равно 
нулю. Если ж е оба вектора ненулевые, то из 
первой формулы следует, что косинус угла 
м еж д у  ортогональны м и векторам и равен  
нулю, т.е. сам угол прямой. Это и оправдыва­
ет название: направленные отрезки, изобра­
жающ ие два ортогональных вектора, перпен­
дикулярны друг другу.

Заметим, что орты координатных осей i, j 
и к попарно ортогональны друг другу.

3. Свойства скалярного произведения :
1) а b = Ь а — коммутативность;
2) (а + Ь) с = а с + Ь с — дистрибутивный  

закон;
3) а а = |а|2 — длина вектора;
4) a l b  о  a b = 0  — условие ортогональ­

ности (перпендикулярности) ненулевых век­
торов.

Заметим, что из дистрибутивного (распре­
делительного) закона следует формула для  
скалярного произведения в координатах:

a r a 2 = (Xji + г/J  + z x k ) ( x 2i + у 2 j + z2k).

Выражения в скобках надо перемножить 
почленно и учесть, что i i  = j j = k k = 1, a i - j = 
= i k = j k = 0.

4. Расст ояние.  Расстояние м еж ду двумя  
точками А х и А 2 в пространстве можно вычис­
лить с помощью скалярного произведения:
I .2|-Ai-A-2 | = А хА 2 • А хА 2 .

Запиш ем  скалярны й квадрат в коор ди ­
натах:

А ,А 2 • А хА 2 = (х2 -  хх f  + (у2 -  i/i )2 + 

+(z2 -Z i f .

Получаем формулу

| Aj А21 = у1(х2 - x xf +  (у2 -  У\)2 + (z2 -  zx f ,

которая обобщает теорему Пифагора для про­
странства.
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Зачем переводят геометрические 
понятия на язык координат 
и векторов?

Это делается для того, чтобы построить вы­
числительные алгоритмы для реш ения гео­
метрических задач. Основой для этого явля­
ю тся ур авн ен ия  р азл ичн ы х ф игур в п р о­
странстве и, преж де всего, уравнения плос­
кости и сферы (поверхности шара).

1. Уравнение плоскости.
Плоскость мож но задать одной содерж а­

щейся в ней точкой Р 0(х0; у 0; z0) и вектором 
п, перпендикулярным этой плоскости (его на­
зывают вектором нормали  к плоскости). Н е­
обходимым и достаточным условием того, что 
точка Р(х; у; z) принадлежит плоскости, яв­

ляется следующее: [ о Р  -  ОР0) 1  п или в виде

равенства РР0 п = 0. Задав координаты нор­
мали п(А; В; С), получим уравнение плоскос­
ти в координатной форме:

А  (х  -  х 0) + В  (у  -  г/о) + C (z -  2 0) = 0.

Раскрыв скобки и обозначив число (А х0 + 
+ В у 0 + Cz0) через D ,  получим стандартное 
уравнение плоскости в виде А х  + B y + Cz + D  = 
= 0. Оно является аналогом известного урав­
нения прямой на плоскости.

Заметим, что вектор нормали п определен  
неоднозначно — его можно умножать на лю­
бое число.

2. Уравнение сферы.
Точка Р(х; у; г)  находится на сфере с цен­

тром С(а; Ь; с) и радиусом R,  если выполнено 
условие |РС|2 = R 2. Это условие легко перепи­
сать в координатах: (х -  а)2 + (у -  Ь)2 + (z -  с)2 = 
= R 2.

Данное уравнение обобщает уравнение ок­
ружности в плоскости.

Формула скалярного 
произведения в координатах

аг а2 = х гх2 + У1У2 + 2 ^ 2

Уравнение плоскости

1»
ро Р

PP0 L п 
А х  + By  + Cz + D  = 0

Составить уравнение плос­
кости при следующих услови­
ях: п(1; 2; 3), Р0(1; 0; 0).

Решение:

Р0Р {(х -1 );у ;г )

РоР 1  п

Р0Р- п = (х -1 ) + 2у  + 3z = 0.

Уравнение плоскости имеет 
вид:

х + 2у  + 3z -  1 = 0.

Уравнение сферы

(х -  а)2 + (у -  Ь)2 + (г -  с)2 = R2

Вопросы и упражнения
■

1. Как определяется скалярное произведение векторов?
2. Как вычисляется скалярное произведение в координатах?
3. Каковы основные свойства скалярного произведения?
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4. Как вычисляется расстояние между двумя точками в пространстве с помощью 
координат?

5. Запишите уравнение плоскости.
6. Запишите уравнение сферы.

З а н я т и е  4

Перпендикулярность прямых и плоскостей

Признаки перпендикулярности:

• прямой и плоскости

двух плоскостей

двух прямых

1Х — проекция I на а => 1г _L т

Как можно проверить 
перпендикулярность прямых 
и плоскостей, используя координаты 
и векторы?

1. П ерпендикулярност ь прямой и плоско­
сти.

По определению прямая перпендикулярна 
плоскости, если она перпендикулярна любой 
прямой в этой плоскости.

Проверить такое утверждение трудно, так 
как в плоскости можно провести бесконечное 
множество прямых.

О казы вается, что достаточно проверить  
перпендикулярность лишь двум пересекаю ­
щимся прямым.

Теорема (т е о р е м а  о д в у х  п е р п е н д и к у ­
л я р а х ) .  Если прямая перпендикулярна двум 
пересекающимся прямым некоторой плоско­
сти, то она перпендикулярна любой другой  
прямой этой плоскости, а значит, перпенди­
кулярна самой плоскости.

2 . П е р п е н д и к у л я р н о с т ь  д в у х  п л о с к о ­
стей.

Теорема. Если плоскость проходит через 
перпендикуляр к другой плоскости, то эти 
плоскости перпендикулярны.

3. П ерпендикулярност ь д в ух  прямых.
Теорема (т е о р е м а  о т р е х  п е р п е н д и к у ­

л я р а х ) .  Если прямая, не лежащ ая в плоско­
сти, перпендикулярна некоторой прямой, ле­
ж ащ ей в плоскости, то этой прямой перпен­
дикулярна и проекция исходной прямой на 
плоскость.

Обратно: если проекция прямой на плос­
кость перпендикулярна некоторой прямой, 
лежащ ей в плоскости, то этой прямой перпен­
дикулярна и исходная прямая.
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Почему верны сформулированные 
признаки перпендикулярности 
прямых и плоскостей?

Признаки перпендикулярности можно до­
казывать обычными геометрическими мето­
дами, используя различные построения и при­
меняя теоремы планиметрии (например, ра­
венство треугольников). Более простые и ко­
роткие доказательства, вскрывающ ие суть 
дела, используют векторное задание прямых 
и плоскостей.

1. Теорема о д в у х  п ерпендикулярах .  Н а­
правление прямой можно задать вектором — 
направленным отрезком, леж ащ им на этой 
прямой. Такой вектор так и называют — на­
правляющим вектором  прямой.

Дана прямая I. Выберем на ней направля­
ющий вектор п. В плоскости даны три пря­
мые: li, 12 и 13. Выберем на них направляющие 
векторы аг, а2, а3. Дано, что прямые 1Х и 12 пе­
ресекаются. Это означает, что векторы а х и а2 
не коллинеарны и можно разложить по ним 
вектор а3, леж ащ ий в одной плоскости с ах и 
а2: а3 = а 1а 1 + а2а2. По условию I i . lu  I 1  12. 
Требуется доказать, что I 1  13. П ерпендику­
лярность прямых означает ортогональность 
леж ащ их на них векторов: I 1  1г <=> n-aj. = 0; 
; i l 2 o n a 2 = 0 ; Ш 3 о п - а 3 = 0 .

П роводим вы числения: п а 3 = п • ( а ^  + 
+ а 2а2) = ащ -а! + а2п а 2 = 0 + 0 = 0 .

Теорема доказана.
2. П р и зн а к  перпендикулярности плоскос­

тей. Если прямая I перпендикулярна плос­
кости а , то она перпендикулярна любой пря­
мой в этой плоскости, в частности, той, ко­
торая перпендикулярна линии пересечения  
плоскостей. Так как эта прямая вместе с ис­
ходной образуют линейный угол, изм еряю ­
щий угол м еж ду плоскостями, то тем самым  
доказано, что этот угол прямой, т.е. плоскос­
ти перпендикулярны.

3. Теорема о трех перпендикулярах.  Вы­
берем на I направляющий вектор а, спроек­
тируем его на плоскость а , получим некото­
рый вектор а1; который является направляю­
щим вектором прямой 1Х. Разность векторов 
а — а х = п ортогональна плоскости а.  Возьмем

Теорема
0 двух перпендикулярах

Дано:
1 _L Zj, I _L Z2, 1\ С) l2 - 0, 
lx e a , Z2 g  a, Z3 e a.

Доказать: 1 1  a.

Признак
перпендикулярности

плоскостей

Дано:
I g  (3, a n  p = m, 1 1  a. 

Доказат ь: a  _L p.

Теорема
0 трех перпендикулярах

Дано:
1 е а, т g  a, Z 1  т,
1г — проекция прямой Z на 

плоскость а.
Доказат ь: lx ± т.
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/ прямую т в плоскости а  и выберем ее направ­
ляющий вектор Ь. Вычислим скалярное про­
изведение векторов а и b: a b = (а х + n) b = 
= а х b + и Ъ; n b = 0, так как b леж ит в плос­
кости а , а п — нормаль к этой плоскости. Ви­
дим, что a b = а х Ь. Если одна часть этого ра­
венства равна нулю, то и другая также равна 
нулю. Это означает, что условия I ±  т  и Д 1  т  
равносильны, что и требовалось доказать.

Вопросы и упражнения
■

1. Сформулируйте теорему о двух перпендикулярах.
2. Каков признак перпендикулярности двух плоскостей?
3. Сформулируйте теорему о трех перпендикулярах.
4. Как в векторной форме сформулировать условие перпендикулярности:

-  двух прямых;
-  прямой и плоскости;
-  двух плоскостей?

векторное пространство

Новые примеры векторных величин

До сих пор мы рассматривали вектор как направленный отрезок, т. е. 
задавали его длиной и направлением. Введение координат позволяет 
задавать векторы наборами чисел. Так, вектор плоскости определяется 
парой чисел, вектор пространства — тройкой чисел. Для того чтобы не 
противопоставлять скалярные величины векторным, можно считать, 
что скалярные величины изображаются на прямой и задаются модулем  
(абсолютным значением) и направлением (знаком). Задание векторов 
наборами чисел позволяет получать новые векторные величины.

Рассмотрим множество квадратных трехчленов а х 2 + Ъх + с, где а, Ь, 
с — произвольные действительные числа (мы допускаем обращение в 
нуль любого из коэффициентов а, Ъ, с). Например, тройка чисел (1, О,
0) задает трехчлен вида х 2 + О х  + 0 = х 2, а тройка чисел (2, - 1 ,  -1 )  — 
трехчлен 2 х 2 -  х  -  1. Квадратный трехчлен можно также рассматривать 
как вектор.

Векторное пространство

Как ж е выделить общ ие свойства векторны х величин? Важны м  
свойством, объединяющ им все векторные величины, является возмож-
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ность совершать с ними две операции: слож ение и ум нож ение на чис­
ло.

Сложение параллельных переносов и умножение их на число извест­
но из геометрии, сложение сил — из механики.

Если рассматривать строки из четырех чисел (о х, а 2, а 3, а 4), задаю ­
щ их выпуск фиксированных четырех видов продукции, то естественно 
складывать их следующим образом:

(а и а 2, а 3, о 4) + (Ъи Ь2, Ь3, 64) = (а4 + Ьх, а 2 + Ь2, а 3 + Ь3, а 4 + Ь4).

Это делается при суммировании выпуска продукции за несколько 
месяцев или определении выпуска продукции несколькими предприя­
тиями, имеющими одинаковый ассортимент изделий.

Допустим, цех выпускает изделия четырех наименований. Выпуск продук­
ции за месяц можно охарактеризовать строчкой из четырех чисел:

(пj, а2, я3, я4),

где а 4 — число выпускаемых изделий первого вида; а2, а3, а4 — аналогичные 
числа для изделий остальных видов.

Полностью определить выпуск продукции с помощью одного числа невоз­
можно. Строчка (о4, а2, а3, а4), характеризующая выпуск продукции по ассор­
тименту, является векторной величиной.

Аналогично складываются и умножаются на число квадратные трех­
члены.

Примером /г-мерного пространства при любом п является множество строчек 
длины п: R" = {(о4; а2; ...; ап)}.

Сложение строчек и умножение их на число производится по следующим 
правилам:

(d4, U2, Q.3, d4, ..., ип~) + (б4, Ъ2, б3, б4, ..., бп) —
= (щ + &!, а2 + Ь2, ..., а„ + Ьп);

-̂(щ, а2, dn) = (Хщ, Xu2, ..., Xd„).

Обратим внимание на важную особенность приведенных примеров. 
Рассматривая квадратные трехчлены, мы не фиксировали внимание на 
каком-то одном из них, а брали сразу множество всех квадратных трех­
членов. При изучении параллельных переносов полезно рассматривать 
все параллельные переносы; лишь тогда можно складывать их и умно­
жать на число.

Таким образом, мы каждый раз имеем дело с множеством значений  
векторной величины, причем эти значения можно складывать и умно­
жать на число. В примерах эти две операции удовлетворяют всем зако­
нам векторной алгебры. Эти правила мы уж е фактически использовали 
в доказательствах, но не обращали на это внимания.

В математике множество объектов, которые можно складывать и ум ­
ножать на число, называют векторным пространством,  если для этих  
операций выполнены законы векторной алгебры.
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Размерность

Изучение векторов мы начали с того, что указали величины, кото­
рые нельзя задавать одним числом. Оказалось возможным задавать эти 
величины несколькими числами, их координатами.

Так, силу, действующ ую на точку в пространстве, можно задавать 
тремя числами — проекциями силы на оси координат. Выпуск продук­
ции цехом, изготовляющим четыре вида изделий, задается четырьмя 
числами — количеством выпускаемых изделий по каж дом у виду от­
дельно. Квадратный трехчлен а х 2 + Ьх + с задается тремя числами — 
коэффициентами а, Ъ и с. Таким образом, векторные величины разли­
чаются тем, сколько чисел требуется определить для их задания (ко­
нечно, речь идет о наименьшем количестве чисел, нуж ны х для вычис­
лений векторной величины).

Если для задания векторной величины требуется п чисел, то говорят, 
что она является га-мерной векторной величиной, а про векторное про­
странство, образованное значениями этой величины, говорят, что оно 
имеет размерность п, или л-мерно.

Так, сила, действующая в пространстве, есть трехмерная векторная 
величина, размерность пространства параллельных переносов в плоско­
сти равна двум, квадратные трехчлены заполняют трехмерное простран­
ство, а выпуск продукции четырех видов изображается элементом та­
кого пространства, для которого п = 4. Скалярные величины задаются 
одним числом. И х можно рассматривать как одномерные векторные ве­
личины.

Размерность векторной величины является ее основной характери­
стикой. Все векторные величины одной и той ж е размерности похожи  
друг на друга, например, тем, что каждую из них можно задавать строч­
кой из такого ж е количества чисел. Это сходство проявляется и в гео­
метрическом изображении векторов.

Одномерные векторные величины — скаляры — изображ аю тся на 
числовой прямой; двумерные — на плоскости; трехмерные — в про­
странстве.

Многие теоретические и прикладные дисциплины (физика, эконо­
мика, радиотехника и др.) используют n -мерные векторные простран­
ства с п > 3.



З а н я т и е  1

Углы и вращательное движение

Что такое угол и как он измеряется?

1. И змерение углов.  В планиметрии углом  
назы ваю т часть п л оск ости , заклю ченную  
меж ду двумя лучами с общей вершиной. Та­
кие углы можно назвать плоскими.

П лоские углы можно измерять как доли  
полного угла .  При измерении в градусах  пол­
ный угол принимается за 360 градусов (360°). 
Одну ш естидесятую долю градуса называют 
(угловой) минутой, а одну шестидесятую долю  
минуты — секундой.

Запись Z.A = 100°12'23" означает, что угол 
А  имеет меру 100 градусов, 12 минут и 23 се­
кунды.

При измерении углов в р ади ан ах  поступа­
ют следую щ им  образом . П роводят о к р у ж ­
ность единичного радиуса с центром в верши­
не угла. Угол измеряется длиной стягиваю­
щей его дуги этой окружности. Полный угол 
будет иметь радианную меру, равную длине 
окружности радиуса 1, т .е . 2л « 6 ,2 8 . Число 
л (радианная мера развернутого угла) часто 
используется в качестве самостоятельной еди­
ницы, и углы измеряются в долях л. Напри-

К
мер, угол 30° имеет меру —.

6
Формулы перехода от градусной меры к 

радианной и обратно таковы:

1° * 0 ,017; k° = —  * 0,017fe; 1 рад 
180

57 , 296°.

Измерение углов

в градусах

С = 2nR

При R = 1 длина окружности 
С = 2л. Стягиваемый ею полный 
угол равен 360°.

30 ° =

12
360 ° —  • 2л = — 

12 6

,6 0 )  (6 0  
радианах
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Угол поворота

PoPl -  +| U Р0Р j|
PqP 2 = ~IU-P 0-P2I

П р и м е р ы

P0P2 = \uP 0P2\ = -120° =

asmct = — 
с
bcos a = — 
с

atg a  = -  
b

П олезно запомнить, что часто встречаю­
щийся угол 60° чуть больше одного радиана 
60° « 1 ,07.

2. Вращательное движение. Помимо пло­
ских углов в геометрии рассматривают углы  
меж ду прямыми и плоскостями, двугранные 
и многогранные углы, углы меж ду векторами 
и т. п. Понятие угла возникает также в физи­
ке при изучении различных колебательных 
процессов, простейшие из которых можно опи­
сать с помощью вращательного движения.

Возьмем окружность радиуса 1 с центром 
в точке О. Проведем луч Ох  с центром в точ­
ке О. Этот луч будем называть неподвижным. 
Возьмем другой экземпляр такого ж е луча и 
начнем его поворачивать вокруг точки О. Этот 
подвижный луч обозначим через Ot.  Д виж е­
ние подвижного луча можно описать, введя 
понятие угол  поворота.  Точку пересечения  
неподвижного луча с единичной окружностью  
обозначим через Р 0, а подвижного — через Р. 
Поворот подвижного луча можно задать, рас­
сматривая движение точки Р  по окружности. 
Угол поворота подвижного луча можно опре­
делить как длину пути, пройденного точкой 
Р  от начального положения Р 0.

Так как вращение луча может происходить 
в двух различных направлениях, то одно из них 
считаем положительным (традиционно поло­
жительным направлением считается вращение 
против часовой стрелки), а противоположное — 
отрицательным. С учетом направления враще­
ния углу приписывается знак «+» или «-» .

И так, поворот мож но измерить действи­
тельным числом t ,  равным длине пути, кото­
рый прошла точка Р, с определенным знаком  
в зависимости от направления поворота.

Обратно: каждому действительному числу 
t можно сопоставить поворот луча Ot,  двигая 
точку Р  по окружности, заставляя ее пройти 
путь, равный |t| в направлении, определяемом 
знаком числа t.

Зачем обобщается понятие угла?

Одной из важнейш их идей развития мате­
матики и ее приложений является переход от 
постоянных величин к переменным. Вычис­
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ления для конкретного геометрического тре­
угольника выполняются с использованием  
стандартных операций (например, вычисле­
ние синуса и косинуса) над углами этого тре­
угольника. Изучение движ ений, которые за­
даются переменными величинами, и прежде 
всего временем t ,  потребовало умения вычис­
лять эти стандартные операции для любых 
значений t .  Произвольному числу t мы умеем  
сопоставлять угол с помощью вращательного 
дви ж ен и я . М ож но наглядно представлять  
себе, что мы наматываем числовую ось на ба­
рабан. Чтобы вычислить значение тригоно­
метрической функции для числа t ,  сначала 
сопоставляем числу t  некоторый угол, а затем 
применяем тригонометрию — вычисляем зна­
чение функции от этого угла.

Почему вращательное движение 
удобно для описания свойств 
тригонометрических функций?

Т р и го н о м ет р и ч еск и е ф ун к ц и и  нуж н ы  
прежде всего для изучения колебательных пе­
риодических процессов. Эти функции будут 
определены с помощью вращательного дви­
ж ения. Такое движение проще всего описать, 
рассматривая движ ение точки Р  по единич­
ной окружности в зависимости от времени t. 
Мы уж е излож или, как мож но сопоставить 
произвольному числу t  некоторую точку на 
единичной окруж ности, которую обозначим  
через P t. Точка Р 0 — это точка пересечения 
неподвиж ного луча с окруж ностью . Точка 
Pt — это точка пересечения с этой окруж но­
стью подвиж ного луча, повернувш егося на 
угол поворота t. Теперь можно записать гео­
метрически очевидные связи меж ду точками 
Pt при различных значениях t.

Для этого поместим окружность в прямо­
угольную систему координат так, чтобы центр 
окружности совпадал с началом системы ко­
ординат и точка Р 0 имела координаты (1; 0).

Свойства вращательного движения.
1. Для всякого целого числа k точка P t сов­

падает с точкой P t+2nk.

Свойства вращательного 
движения

Свойство 2

Свойство 3

Свойство 1
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Свойство 4

Свойство 5

Свойство 6

Основные соотношения единиц 
измерения углов поворота

К  рад = 180°

1 рад =
ГШП
1 л )

1° = —  
180

2. Если Pti = Pt2, то найдется такое целое 
число k, что П = t 2 + 2nk.

3. Для всякого значения t точки P t и Р г+„ 
диаметрально противоположны.

4. Для всякого значения t  точки P t и P_t 
симметричны друг другу относительно оси абс­
цисс.

5. Для всякого значения t  точки P t и P.„i+n 
симметричны относительно оси ординат.

6. Для всякого значения t  точки Р , и Р„
2~г

симметричны друг другу относительно бис­
сектрисы первого и третьего координатных  
углов.

Как используется обобщение 
понятия угла при решении задач?

1. П еревод градусной меры измерения у г ­
лов в р ади ан н ую  и обратно.  Один и тот ж е  
угол можно записать в градусах и радианах. 
При этом величину угла в радианах часто мож­
но записать как рациональную долю угла к. 
Это можно делать для углов, соизмеримых с 
развернутым:

120° = — л « 2,09;
3

1000° = ^ ^ л  = — л * 17,453;
180 9

- М л  = -  М . И Ю ° = -L 5 1 5 °*
12 I 12 )

* - — ■3,14 * -2 6 ,4 3 ;
12

3 = 1 - 1 8 0  I *17 2 °.

2. Определение чет верт и, в которой ле­
жит угол.  Координатные оси разбивают плос­
кость на четыре четверти. При сопоставлении 
числу t  точки Р, на единичной окруж ности  
часто полезно сначала определить, в какой  
четверти будет лежать эта точка (или, как ча­
сто говорят, в какой четверти (I, II, III, IV) 
будет лежать данный угол t).



При решении этой задачи надо учесть знак  
числа t (это определит направление движ е­
ния) и сопоставить меру  угла (градусную, ра- 
дианную, в долях л) с соответствующей мерой 
одной четверти (прямого угла) — 90°, ~ 1 ,57, 
л 
2'

Одновременно мож но решать задачу по­
строения точки P t на единичной окружности  
для заданного значения t.

На рисунке выполнено это построение для 
следую щ их значений t:

1) t  = 100°; 3) t = 4;
13л 

6 ;
При задании t в радианах полезно прибли­

зительно представить t  в виде суммы целого
71 „ —

кратного — « 1 ,5 7  и числа, по модулю мень- 
пшего —.
2

Так, 4 = л + а , где а  * 0 ,8 6 , и, следователь­
но, угол t  = 4 попадает в третью четверть.

Аналогично, -1 2  = -4 л  + а,  где а  « 0 ,5 7 , 
и угол попадает в первую четверть.

2) t  = — 4) t  = -1 2 .

^  Вопросы и упражнения 
■

1. Проверьте верность следующих утверждений:
1) точки Р0 и Рп диаметрально противоположны;

2

2) точки Рп и Р  Зл совпадают;
2 Y

3) точки Р0, Р2п и Р 2п — вершины правильного треугольника;
Т  ~Т

4) точки Р3п и Рп симметричны относительно оси абсцисс;
Т 4

5) точки Р9п и Р3п симметричны относительно оси ординат;
Т  4

6) абсциссы точек и Р7п совпадают;
I ~8~

7) среди точек вида Pkn (k — целое) ровно четыре различные;
Т

8) если точка P t лежит во второй четверти, то точка Р — в четвертой;
9) если точка P t лежит в первой четверти, то и точка Рп лежит в первой чет­
верти; 2

10) точки Р, и P t+з всегда лежат в соседних четвертях.

= 7Г

270°= ^  ® 4,71
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2. Выразите углы в долях л:
1)135°; 2 )-2 0 0 °; 3) 1200°; 4) -330°.

3. Переведите углы в градусную меру:

2) 3) Юл; 4) " Л
15 ' ' 25

4. Определите, в какой четверти лежит данный угол:
19л , ч 100л
~3~

1) 500°; 2 )-1 2 9 0 °; 3) 4) 5) 2,5; 6) -7 .

Занят ие  2 
Тригонометрические операции

Положение точки 
в декартовой системе 

координат

Координаты точек -  
границ четвертей

У

.г Рп

XV ]Р 2п  Х

2

P o d ;  0 ) Р я ( - П  0 )

Р Л 0 ; И Х ( 0 ;  - 1 )
2 2

р 2я (П  0 )

Что составляет основу 
тригонометрии?

1. Определения.
Положение движущейся точки удобно опи­

сывать в декартовых координатах.
Свяжем с вращ ением точки по ок р уж н о­

сти стандартную декартову систему коорди­
нат.

П ереход от угла поворота точки к ее дека­
ртовым координатам задает основные триго­
ном етрические операции — синус и к оси ­
нус.

Рассмотрим вращ ение по единичной ок ­
ружности с центром О точки Р  с начальным 
положением Р 0.

Выберем декартову систему хОу,  взяв в ка­
честве положительного луча оси абсцисс Ох  
луч ОР0, а в качестве оси ординат О у  ось, по­

вернутую от Ох  на угол ^  в выбранном поло­

жительном направлении вращения.
При повороте на угол t  точка Р 0 переходит 

в точку P t.

К о с и н у с о м ,  числа t  называется абсцисса  
точки P t (t  — произвольное действительное 
число).

С и н у с о м  числа t  называется ордината точ­
ки P t (t  — произвольное действительное  
число).
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Таким образом, координаты точки P t в оп­
ределенной выше системе координат равны по 
определению косинусу и синусу #. В обычных •
обозначениях: P t(x; у), где х  = cos #, у  = s in t.

2. Д ополнит ельны е операции. е
Вместе с операциями синус и косинус мож­

но определить еще две операции — тангенс и 
котангенс:

sin# cost
t g # -  ; ctg# -  . .

cos# sin#

Разумеется, операции нахождения танген­
са и котангенса определены не для всех углов 
#, а только для тех, при которых знаменатели 
дробей не обращаются в нуль.

3. Свойства синуса и косинуса:
1) операции нахож дения синуса и косину­

са числа (угла) # определены при любом дей­
ствительном #;

2) при вычислении синуса и косинуса на­
блюдается периодичность  — значения синуса 
и косинуса для двух значений #, отличающих­
ся на 2л, равны: sin (г + 2л) = sin# и cos(t + 2л) = 
= cos # при любом значении #;

3) в каждой четверти как синус, так и ко­
синус сохраняют постоянный знак.  Под этим 
понимается, что знаки sin# и cos# зависят от 
того, в какую четверть попадает точка Р,.

В тех точках, где синус (косинус) меняет 
знак, он обращается в нуль.

4. Формулы приведения:

s in ( - t )  = -s in # , co s(-t)  = cos#; 
sin(# + л) = - s in # , cos(# + л) = - c o s t ;  

s in ( - f  + л) = sin#, co s(-#  + л) = - c o s t ;

71 ' i f —- # )  = sin#.sm | —  t = cos#, cos
,2  J v2

Зачем вводятся 
тригонометрические функции?

Первоначально тригонометрические функ­
ции использовались для геометрических вы­
числений, в астрономии, картографии и дру­
гих естественны х наук ах, где нуж н о было 
«решать треугольники», т.е.  вычислять дли­
ны отрезков и расстояния м еж ду точками, 
зная различные углы меж ду направлениями.

Знаки тангенса 
и котангенса

П р и м е р ы

tgO°: sinO° _ 0 _ 
cosO° 1

ctg0o = ^ !  = i
sinO° О

ствует.

не суще-

Знаки синуса

Знаки косинуса
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Колебания 
упругой пружины

У ш ш ш шииииииииши

'•'ХХХХХХХ

1 о

X

IV-/ ” 
0 — р

х = Asin(co# + (x),

где ю — коэффициент, характе­
ризующий упругость пружины; 
А — расстояние, на которое от­
тянута пружина в момент вре­
мени # (амплитуда колебаний); 
а  — начальное отклонение.

П р и м е р ы

• cos 60° = sin 30° = 0,5;
• cos 120° = cos(180° -  60°) = 

= -  cos 60° = -s in  30° = -0 ,5 ;
• cos 240° = cos(180° + 60°) = 

= -co s  60° = -s in  30° = -0 ,5 ;
, _„0 sin 50° sin50°• tg50 = --------- = ---------- .

cos50° sin 40°

При переходе к «математике переменных 
величин» появилась необходимость описы ­
вать периодические процессы — от астроно­
мических наблюдений за движ ением небес­
ных тел до гармонических колебаний, значе­
ние которых резко возросло в связи с разви­
тием теории электричества.

С помощью тригонометрических операций 
с отдельными числами можно определить три­
гонометрические функции, которые и стали 
основой ряда разделов математики.

Обратим внимание на то, что для вычисле­
ний хватило бы одной тригонометрической  
операции, например синуса.

Остальные операции можно выразить че­
рез синус:

Центральная симметрия

у

Имеются еще две операции — секанс и ко­
секанс:

Симметрия относительно 
прямой у = х

1 1
sec t  = -------, cosec t  = ------ .

cos# sin#

Итак, изучение тригонометрии будет вес­
тись в следующей последовательности: преоб­
разование выражений, содержащ их тригоно­
метрические операции; изучение функций, за­
даваемых этими операциями; решение урав­
нений, в которые входят тригонометрические 
функции.

Почему выполняются важнейшие 
свойства тригонометрических 
операций?

Основные свойства тригоном етрических  
операций отражают их связь с вращательным 
движ ением, которое в свою очередь обладает 
разнообразной симметрией.
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Запишем в таблицу сравнение свойств вра­
щения точки Р  и ее координат P,(cos#; sin#) 
при повороте на угол #:

Периодич­
ность

и 0̂ cos (# + 2л) = cos#; 
sin(# + 2л) = sin#

Централь­
ная сим­
метрия

P t и P t+n сим­
метричны отно­
сительно центра 
поворота

cos(# + л) = -cos#; 
sin(# + л) = -sin #

Осевая
симметрия

Pt и Р_1+„ сим- 
метричны отно­
сительно оси ор­
динат

P t и Р., 
симметричны 
относительно 
оси абсцисс

cos(-f + л) = -  cos#; 
sin(-#  + л) = -sin #

cos(-#) = cos#; 
s in (-f) = -sin#

Симметрия 
относитель­
но прямой
у = X

Р. и Р„ сим-1 --t 2
метричны отно­
сительно пря­
мой у  = X

cos — - t  = sin#;U J
sin — # = costU J

К числу важнейш их свойств тригономет­
рических операций следует отнести такж е  
основное тригонометрическое тождество:

sin 2# + cos2# = 1.

Оно является следствием теоремы П иф а­
гора.

Как используются свойства 
тригонометрических операций 
при первичном знакомстве с ними?

1. Вычисление значений.
1) П реж де всего полезно помнить значе­

ния синуса, косинуса, тангенса и котангенса 
для «знамениты х» углов (0°, 30°, 45°, 60°, 
90°), т. е .  для некоторых частных значений  
аргумента #. Эти значения находятся с по­
мощью известны х просты х теорем  плани­
метрии.

sin250° + cos250° = 1; 
sin2l  + cos2l  = 1; 
sin20 + cos20 = 1.

П р и м е р ы

A C = —AB  
2

BC2 = A B 2 -  A C 2

B c - i S *

AC = BC 
A B 2 = A C 2 + BC2 

AB  = ACV2

П р и м е р ы

. 3 | i L 9 4• sin# = — : cos# = 1 -----= —;
5 1 1 V 25 5

M  = | ;  |ctgf| = | .

Если дополнительно извест­
но, что # лежит во второй чет­

верти, то cos# = ——; tg t = - —;
4 5 4ctg# = - - ;

,2.
tg#

12
1 -  cos2# 

cos2#

tg 2# =
sinz < 
cos2#

--1 , откуда

cos t -

sin t =

1 + tg2 # 
tg 2#

Аналогично

1 + tg2# 

cos#| =
1 + 25

12
13’

1#| = ^1

144

144 5
169 ” 13'
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Если известно, что t е я; 3 к

то можно уточнить знаки: cos t =
12 . 5= ----- ; sinf = ------ .
13 13

П р и м е р ы

• sin 280° : 280° — IV четверть; 
sin280° < 0;

f  13 )  13• c o s  n : ----- 7t — I чет-
l  7 J 7

f  13 )  .  верть; cos I—— л I > 0;

• tg3: 3 — II четверть; tg3  < 0;
• c tg (-1 0 0 ° )  — III четверть; 

ctg(-100°) > 0.

= -sin 30° =

П р и м е р ы

sin330° = sin(360° -3 0 °) =
1 
2 ’

• cos| = cosf-5л  + —1 =
4 J I 4 )

к \[2 = -c o s— = ------ ;

t g | . t g ( 2 „ - l j  = -tgI = -V5;
ctg 1000° = ctg(900° + 90° +
+ 10°) = ctg (90°+ 10°)= -tg l0°.

Приведем таблицу значений синуса, коси­
нуса, тангенса и котангенса для углов, наибо­
лее часто встречающихся в заданиях:

Значение
Функ­

ция t = 0 t = -  
6

t = -  
4

t = -  
3

t = -  
2

sint 0
1
2

V2
2

л/3
2

1

cost 1 s
2 2

1
2 0

tgt 0
3

1 s
He суще­

ствует

ctgf He суще­
ствует V§ 1 s

3
0

2) Значения тригоном етрических опера­
ций для остальных углов находят с помощью  
калькулятора (например, s in l = 0,8415; co s l = 
= 0 ,5403; t g l  = 1,5574; ctg  1 = 0 ,6421).

3) Зная значение одной из четырех триго­
нометрических операций, можно найти зна­
чения остальных с точностью до зн ака .

Для уточнения знака нуж на дополнитель­
ная информация (например, достаточно знать, 
в какой четверти находится угол).

2. Определение знака .
Сначала определяем четверть, в которой 

находится угол ( I ... IV), и затем — знак, ис­
пользуя таблицу или с помощью тригономе­
трического круга.

3. Сведение к у гл у  I  четверти.
Симметрия значений тригонометрических

операций позволяет сводить их вычисление 
к нахож дению  углов I четверти.

Соответствующие правила называют фор­
м ул ам и  приведения.

Например, к формулам приведения м ож ­
но отнести следующие:

sint = cos — -  f ;
U  J

cost = sin — -  f .
{2 J
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fy  Вопросы и упражнения 
■

1. В каких четвертях косинус отрицателен?
2. В каких четвертях тангенс положителен?
3. Как меняются координаты точки при симметрии относительно начала координат?
4. Как меняются координаты точки при осевых симметриях относительно осей 

координат?
5. Определите знак числа:

1) sin 160°;

2) cos200°;

3) tg310°;

6. Вычислите:

1) sin 225°;

2) cos 570°;

4) ctg(-400°); 7) tg| |; 10) cos(-3);

5) sinI -

6) cos

7л 
11

31л 
5 ;

8) ctg 22л
11

9) sin 2,5;

11)tgV2;

12) ctg 11.

3) tg390°;

4) ctg 765°

5) sin 21л
7) tg

17л

6) cos 31л 8) ctg| |.

7. Зная значение одной из тригонометрических функций, найдите значения ос­
тальных:

1) sint = — —  < t < 2л ;
V5 2
5 ( Зл2) cost = ----- ; (6  л; —

17 I 2

3) tg t  = 3; cost < 0;

4) c tg t = -0 ,75; sin t > 0.

З а н я т и е  3

Преобразование тригонометрических выражений

Что полезно знать для преобразования 
тригонометрических выражений?

1. Основное тригонометрическое тожде­
ство  и следствия из него:

sin2t + cos2t = 1 

|sint| = V l-c o s 2t 

sint
tg t =

ctgt = 

sin2t =

cost

cost 
sint 
tg  2t 

l  + tg 2t

cost sin2t

1 + tg 2t =
cos 2t

1 + ctg2t = —

cos 2t

sin2f 

tg 2t
1 + tg 2t 

t c t g t  = 1

Основное тригонометрическое 
тождество

sin2t + cos2f = 1

П р и м е р ы  

Формулы приведения

s in 370° = sin (10° + 360°) = 
= sin 10°;
cos 190° = cos(10° + 180°) = 
= -c o s  10°;

9л , ( n \  л,g=i " =4 i +*J=tgI :
s in 8 0 °  = sin < 90° -  10°) -  
= cos 10°.
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Формулы сложения

c o s l0 5 °  = co s(6 0 ° + 45°) = 
= cos 60° cos 45° -  sin 60° sin 45° =
_ 72 75-72  7 2 (1 -7 5 ) .
” 2 2  2 2  4
sin20°cos40° + cos20°sin40° =

= sin60° = — ;
2

tg75° = tg(45° + 30°) =

tg45° + tg30° 1 + 75

1 -tg 4 5 °tg 3 0 °  75_

, Л ± 1 . № ± 1 # . 2 + Л
75-1 2

Формулы удвоения

0 . а а 
е s i n a  =  2 s i n — c o s — ;

2 2 „а . „ а• c o s  а = c o s '2 —  s i n -1— ;
2 2

•  c o s a  =  2 c o s 2 — - 1 ;

cosa = 1 - 2 s i n —.
2

П р и м е р ы

• sin 15° = 1 -cos30°

7 з ,
2 /2 -7з

i  2 v 4 
= - ^ 2 - 7 5

1 I4-275 i (Тз-i)^
2 V 2 ~ 2 \  2
75-1 72 
272

(73-l);

cos 15° = cos(45° - 
cos 45° cos 30° + 
sin 45° sin 30° =

_ 75 75 72 l 
”  2 2 2  2

# ( l  + 75);
4

30°) =

2. Формулы приведения:
• sin (#  + 2л&) = sin  #; cos(# + 2л/г) = cos t, 

k e Z;
• sin(# + л) = -s in # ; cos(# + л) = -cos#;
• sin (-# ) = -sin # ; cos(-#) = cos#;
• sin  (л -  #) = sin#; cos (л -  #) = -cos#;

• s i n ^  -  #j = cos#; c o s ^  -  #j = sin#;

• tg(# + /гл) = tg#; ctg(# + /гл) = ctg#; k e Z;
• tg (-# ) = -tg # ; c tg (—f) = -c tg # ;
• tg(n  -  #) = tg (-# ) = -tg # ; ctg  (л -  f) = -ctg#;

• t g ( ^ - # j  = ctg#; c t g ( | - # )  = tg#.

3. Формулы сложения:
• cos (a + (3) = co sa  cosp -  s in a  sinp;
• cos (a -  P) = co sa  cosp + s in a  sinP;
• sin  (a  + p) = s in a  cosp + sinp  cosa;
• sin (a  -  P) = s in a  cosp -  sinp  cosa; 

tg a  + tgp
tg (a  + P) =

tg (a -P )  =

1 - t g a t g P  

t g a - t g p  
1 + tg a tg P

4. Формулы удвоения :
• s in 2 a  = 2 s in a c o sa ;  co s2 a  = 1 -  2 s in 2a;
• cos 2a  = cos2a  -  s in 2a; cos 2a  = 2cos2a  -  1; 

2 tg at g 2 a :
l - t g 2a

Зачем преобразуют 
тригонометрические выражения?

Один известный математик задал вопрос: 
«Кому нуж ен весь этот калейдоскоп формул 
тригонометрии? ». Он ж е ответил на этот воп­
рос так: «П редставителям двух почтенны х  
профессий — геодезистам и составителям тек­
стов выпускных и вступительных экзаменов». 
На самом деле это не совсем так — преобра­
зование тригонометрических выражений по­
мимо приобретения опыта может иметь доста­
точно ясные цели, например:

• научиться выражать одни операции че­
рез другие (это бывает полезно при вычисле­
нии и сравнении их значений);
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• сводить вычисления к нахождению  зна­
чений тригонометрических операций для ост­
рых углов;

• при изучении вращательного движения  
приходится складывать, последовательно вы­
полнять повороты (для этого полезно исполь­
зовать формулы сложения).

Почему верны приведенные формулы 
тригонометрии и можно ли расширить 
их перечень при необходимости?

Как отмечалось, основное тригонометри­
ческое тож дество доказы вается с помощью  
теоремы Пифагора. Формулы приведения яв­
ляются следствием симметрии вращательного 
движения.

Самые трудные для доказательства — фор­
мулы сложения. Заметим, что достаточно до­
казать одну из них — другие сведутся к ней 
с помощью формул приведения.

Приведем доказательство формулы

cos (а -  Р) = cos а  cosp + sin  а  sin  р.

Рассмотрим на тригоном етрической ок ­
руж н ости  точки P a(c o sa ; s in a )  и P p(cosp;

sinP). Векторы ОРа и ОРр имеют единичную  
длину, и угол м еж ду ними равен a  -  р. Вы­
числим скалярное произведение этих векто­
ров по определению и с помощью координат­
ной формулы:

ОР„ ОРГ1 = \ОРа |OPp|-c o s (a ~ p ) =

= cos a  cosp + s in a  sinp,

что и требовалось доказать.
Ф ормулы удвоения являю тся частными  

случаями формул сложения.
Из основных формул можно вывести много 

новых. Укажем наиболее употребительные.
1. Формулы половинного угла .
Из формул двойных углов можно получить 

формулы для синуса и косинуса половинного 
угла.

Сначала запишем:

cos2 a : i ( l  + cos2a); sin 2 a  = ^  (1 -  cos2a).

• tg!5° sinl5°
cos!5°

: 2 ^ i1  = 1 ( V 3 - i ) 2 = V 5 - i .  
V3+1 2 V >

Доказательство формулы
cos (a -  P) = cos a cosp + 

+ sina sinp

Доказательство формулы 
cos 2a = cos2a -  sin2a

cos 2a = cos (a + a) = cos a cos a

П р и м ер ы

• cos22jc = i ( l  + cos4x);

• sin2— = — ( l-c o s x ) ;
2 2

• sin 5a + sin 3a = 2 sin — ■- x
2

5 a - 3 a  _ . ,
x cos------------- = 2sin4a cos a;

2
• sin 72° -  sin 12° =

„ . 72°-12° 7 2 4 1 2 °
= 2 sin ------------- cos-

2 2 
= 2sin30° cos42° = cos42°;

•  sin20° + sin40° =
„ . 20°+ 40° 4 0 °-2 0 °= 2 sin ---------------cos-----------

; 2 • —co sl0 °  = cos 10°; 
2
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cos 34° + cos 26° =
.  34”+26° 34°-26°= 2 cos--------------cos-

2 2
= 2 cos 30° cos 4° = x/З cos4°;

• cos8x -  cos4x =
_ . 8x + 4x . 8 x - 4 x= -2  sin ------------s in ----------- :

2 2
= -2  s in 6л: sin 2л:;

• sin За cos a = i(s in (3 a  + a)-

+ s in (2 a -a ))  =

= ^ (sin4a  + sin 2a);

• cos 3x cos x  = ^ (co s(3 x -x ) + 

+ cos(3x + x)) =

= —(cos2x + cos4x);

• sin28°sin32° =

= ^(cos(32°-28°)-

-cos(32° + 28°)) =

= i(c o s4 °  -  cos60°) =

= i f e o s 4 ° - i )  = ^ £ z l ; 
2 \  2)  4

• 3 sin t + 4cos t =

= 51 —sint + —cost I =
.5  5

= 5 (cos a sin t + sin a cost) =

= 5sin(t + а), где cos a = —,
5

4sina = —;
5

3sin f + 4cos t =

= 5| — sint + —cost I =
V5 5 J

= 5 (sin у sint + cosy cost) =
3

= 5cos(t -  у), где sin у = —, 
5

4cosy = —.

Затем в этих формулах подставим — вмес­
то а . Получим ^

cos2 — = —(1 + cosa); sin 2 — = —(1 -  cosa ).
2 2 2 2

Извлекая корень, имеем;

. a 11 - c o s a a 11 + cosas in — = . ----------- ; cos— =  J -----------
2 V 2 2 V 2

Д ля того чтобы раскрыть м одули , надо
aзнать, в какой четверти леж ит угол —.

2. Выражение операций через т ангенс по­
ловинного угла .  Оказывается, что все триго­
нометрические функции от аргумента х  (и от 
пх  при целом п) выражаются через тангенс

х  „угла — рационально, без квадратных корней.

Выведем эти полезные формулы.
Напишем формулы двойного угла для ис­

ходного угла —:

„ . х  х  9 х  . 9 хs in x  = 2 sm —cos—; cosx  = c o s  s i n - .
2 2 2 2

Представим число 1 в виде sin 2 ^  + cos2 ̂

и поделим на это выражение правые части по­
следних формул:

sm x  =
2 s in —co s—

2 2 
. о X о X ’sin  — + cos — 

2 2

созл: =

„ х  . 9 хcos^ s in z —
2 2

s in '  h cos —
2 2

Поделим теперь числитель и знаменатель
■ 2 х sm  —

каждой дроби на cos2 — и заменим

2 х  S*n 2 хtg 2-  и  J  на t g - :

cos2 — 
2

на

cos-

• s in x  = 2tgf .

1+tg2f

l - t g : X

cosx  = -
1 + tg 2 -
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3. П реобразование сум м ы  в произведение  
и обрат но.  П усть требуется преобразовать  
сумму s in a  + sin|3 в произведение. П рим е­
ним сл едую щ и й  искусствен ны й прием  —

a + В a  -  В
воспользуемся тож дествами a = ——— + — —

_ a + P  a - p  и Р = — -----^J~, а также формулами для си­

нусов суммы и разности:
. ( a +Р а - р )• s in a  + sum  = s m  \-------- +

I 2 2 J
. f a + P  a - P) . a + P  a - B  +sm  —— ----- —  I = s in —r-^cos -  +

+ COS

-c o s

V 2 2
a + P  . a - p-sin -

2 2
a + P  . a - p

. a  + P + sm  -c o s

-sin - o • a + P= 2 s in  -c o s

2
a - p

2
a -p _

• s in a  + sinp = 2 sin  a  —- c o s ——- .
H 2 2

Аналогично выводятся еще три формулы:
a - p  a + P• s in a  -  sum  = 2 s in ------ - c o s ------ ;

2 2
a + P  a - p

• co sa  + cosP = 2 co s------- cos------ ;
H 2 2

• cosa  -  cosp = - 2 sin  a  + ^s in ———.
H 2 2

Вы пиш ем подряд четыре формулы  сл о­
ж ения:

sin(a  + Р) = sinacosp + cosasinp, 
sin (a  -  P) = sinacosp -  cosasinp, 
cos(a + P) = cosacosp -  sinasinp, 
cos(a -  P) = cosacosp + sinasinp.

Вычитая почленно из четвертого равенства 
третье, получим

• s in a sin p  = ^ (c o s (a -P ) -c o s (a  + P)). 

Сложив третье и четвертое равенства, имеем

• cosacosp  = ^ (c o s (a -р )  + cos(a + Р)).

Сложив затем два первых равенства, по­
лучим

• s in a  cosp = ^ (sin (a  + Р) + sin (a  -  Р)).

Доказать, что для углов тре­
угольника выполняется тож ­
дество s in a  + s in p  + s in y  =

. a р у= 4 cos—cos—cos—.
2 2 2

Сначала сложим sin a + sinp =
. a + p  a - p= 2sin  -c o s  — и заменим

2 2
a + P на л -  у (сумма углов тре­
угольника равна л):

П р и м е р

sin a + sin р =
. л -у  a - p  ; 2sin  Lcos -

: 2 c o s -c o s———.

Раскроем siny по формуле 
удвоения:

siny = sin (л -  a -  P) = sin (a + P) =

. a + p  a + p= 2 sin ------c o s    =
2 2

= 2 cos—cosa + ̂ .
2 2

Сложим все вместе:

sin a  + sinp + siny =
„ у a - p  n у a+P  = 2 cos—cos   + 2 cos—cos -

= 2 cos— cos
2v 2

2
с- + cos-y[ a - p  a + p

= 2 cos— • 2cos— • cos— =

y a p  = 4 cos—cos—cos—,
2 2 2

что и требовалось доказать.

a + р + у = 180°
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Введение 
вспомогательного угла

Это преобразование часто 
применяют при изучении гармо­
нических колебаний, т. е. про­
цессов, которые можно описать 
функцией у = A  sin (сох + а), А > О 
или у  = A cos (ом: + а), А > 0.

В такой записи А называют 
амплитудой колебаний, со — уг­
ловой скоростью, а — началь­
ной фазой. Вместо угловой ско­
рости со обычно рассматривают 

m 2л
число Т = — , называемое пе­

со
риодом колебаний.

Равенство acosx  + b sin x  = 
= A sin (сох + а) можно прочесть 
так:

Сумма двух гармонических 
колебаний с одинаковой часто­
той есть гармоническое колеба­
ние с той же частотой.

П рим ер

3 cos лх + 4sinTtx =
J  3 . 4 . )= 5 —sin лх + —sin тех =

V5 5 J
= 5sin(itx + a).

Здесь А = 5, со = тс, a
. 3  4 3= arcsin— = arccos— = arctg—. 

5 5 4

Как выполняются преобразования 
тригонометрических выражений?

Рассмотренные тож дества, связывающие 
тригоном етрич еск ие ф ун к ц и и , запом нить  
трудно и приходится обращаться к таблицам  
и справочникам. Н еобходимо уметь приме­
нять их, знать, какие функции они меж ду со­
бой связывают и что с их помощью можно  
получить.

К ак п р ео б р а зо в а т ь  в ы р а ж ен и е  s in #  + 
+ VScos#?

Сначала умножим и разделим на 2, а затем 
применим формулу сложения:

sin# + л/Зсо s# = 2 1 . ,  л/3 #
— S i n #  -I COS#

v 2  2
I 71 К  I ( К= 2 cos—sin# + s in —cos# = 2 sin  t + —I 3 3 J  I  3
Эти преобразования мож но выполнить в 

общем виде:

a sin# + boost = 

а . . Ь

s in a  =

'a2 + b2
f

lv

— угол,
b

rSint +
л/а2 +Ь‘‘

^cos#

Va2 + Ь2

Такой угол всегда можно найти.

Вопросы и упражнения
■

1. Вычислите:
1) sin 2° cos 28° + sin 28° cos 2°;

2) cos73° cos 13° + sin 73° sin 13°;

3) sin 50° sin 5° + cos 50° cos 5°;

Зл . 5л 5л . Зл4) cos— sin------ cos— sin— ;
8 24 24 8

5) cos 100° sin 10° -  sin 100°cos 10°;

6) cos 170° s in 35° -  cos 35° sin 170°;

—. о л . л Зл7) cos'5 —+ sin—cos— ;
8 8 8

8) sin 105° sin 75° + sin 15° cos 105°;

9) cos20° cos 25° -  cos 70° sin 25°;

10) cos43° cos 17° -  cos47° cos(- 73°).

108



2. Докажите тождества: 
'л1) 2sin| - - a  |sina = sin2а;

2) sin4a -  cos4a  = -cos 2a;

3) sin4 a  + cos4 a = 1 + cos2 2a

4) I s in —- c o s — = 1 -s in a ;  
1 2 2 )

6) 1 + sina  = 2 c o s  ;
1 4 2 1

7) 1 - s in a  = 2cos2|-^ + ̂ J;

8) sin 3a = 3sina -  4sin 3a;

9) sin a  + cosa = V2[ a +

5) 2cos4a  + sin2 2a + 2sin4a = 2; 10) ctg a -  tg a  = 2ctg2a.

З а н я т и е  4

Тригонометрические функции

Что изучает теория 
тригонометрических функций?

Тригонометрические операции позволяют 
для каждого числа х  вычислить значения си­
нуса и косинуса: s in x  и cosx . С помощью этих 
операций можно определить основные триго­
нометрические функции:

у  = sin x ; у  = co sх.

О сн о в н ы е  с в о й с т в а  ф у н к ц и й  sinx и cosx.
1. Область определения : R, т .е . функции  

определены на всей числовой оси.
2. Периодичность: эти функции периодич­

ны с основным периодом 2л.
3. С им м ет рия: s in ( -x )  = - s in x ;  c o s (-x )  = 

= co sx .
4. Обращение в нуль: в пределах основного 

периода каждая из этих функций дважды об­
ращ ается в нуль. Н апример, в пром еж утке  
[0; 2л) синус обращается в нуль при х  = 0 и

л Зл
— И X =  — .
2 2

5. Сохранение з н а к а : в пределах основно­
го периода каждая из этих функций сохраня­
ет постоянный знак м еж ду точками обраще­
ния в нуль. Н апример, при х  е  (0; л) синус  
полож ителен , при х  е (л; 2л) — отрицате­
лен. Для косинуса удобнее взять пром еж у­
ток длиной 2л с концами в нулях этой функ-

л Зл'
ции, например пром еж уток ; —

х = л, а косинус — при х  ■

Для

Свойства функций 
у = sinx и у = cosx

Свойство 4 

у = sinx на [0; 2л)
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Свойства 6 и 8

у = sinx

у = cosx 

гм

Свойство 7 

у  = sinx 

гм

х  е

этого промежутка косинус положителен при
л л ) f  л Зл)—; — и отрицателен при х  е —; —  .
2 2 J х 2 2 у

6. Н аибольш ее и наим еньш ее зн а ч е н и я : 
в пределах основного периода синус и коси­
нус по одному разу принимают свое наимень­
шее и наибольшее значения, равные соответ­
ственно -1  и +1. На промежутке [0; 2л) имеем:

л 1 . Зл Лs in — = 1; s in —  = -1; cos 0 = 1 ;  cos л = -1 .
2 2

7. Промеж утки монотонности:  точки, в 
которы х си нус и к оси н ус приним аю т н а­
именьшее и наибольшее значения, делят об­
ласть определения на промежутки, в каждом  
из которых эти функции строго монотонны.

л Зл)
Н априм ер, на пром еж утке

2 2 синус

л л л_ Зл'
и убывает на

„ 2 ’ 2_ 2 ’ 2 ,
возрастает на

Аналогично косинус убывает на промежутке 
[0; л] и возрастает на промежутке [л; 2л).

8. Область значений: промежуток меж ду  
наименьшим и наибольшим значениями, т .е . 
отрезок [-1 ; 1].

9. Графики  синуса и косинуса:

у  = s i n  х  ^

Г Х  ,  .
/-2 7 1  V -71 / 0  7 t\ /2 т г  X

- 1

У\
y  =  c o s x

1

- 2 t i  \ - л  / 0  \  7t J  2 л  х

- 1

Зачем исследуется 
тригонометрическ

Функции у  =  s in x

я периодяМность 
их функций?

и у  = co sx  относятся к
важному классу периодических функций.  Об­
судим это понятие в общем виде и применим



результаты этого обсуж дения к уточнению  
свойств синуса и косинуса.

Когда говорят, что функция у  = / (х) пери­
одична с периодом Т Ф 0, то под этим понима­
ют следующее:
^  1) ее область определения «периодична», 
т .е . вместе с каж дой точкой х  = а  эта функ­
ция определена при х  = а  -  Т  и при х  = а  + Т. 
Тем самым она определена при всех х - а  + кТ, 
где k е Z, т .е . k — любое целое число;

2) для каж дого значения о , входящ его в 
область определения, выполняется равенство: 
Д о) = Д а + Т).  Тем самым равны м еж ду собой 
значения функции во всех точках вида а + kT,  
где k е Z.

Если число Т  является периодом функции  
/ ,  то и числа - Г ,  2 Т, kT  при любом k е Z так­
ж е являются ее периодами.

Так как мы предположили, что вместе с х  
точки вида х  + k T  при всех целых значениях  
k входят в область определения функции, то 
значения функции во всех этих точках равны 
м еж ду собой:

f ix  -  Т) = f(x  -  Т  + Т) = fix); 

f ix  + 2 Т) = f ix  + Т  + Т) = f ix  + Т) = fix)  

и т .п .

Тем самым, если у функции есть хотя бы 
один ненулевой период, то имеется и положи­
тельный период. Как правило, среди положи­
тельных периодов ф ункции мож но указать  
наименьшее  число, которое часто называют 
основным периодом.

Число 2л является положительным пери­
одом синуса и косинуса (это следствие пери­
одичности вращательного движ ения) и при­
том наименьшим  положительным периодом. 
Д ействительно, если бы число Т0 < Т  < 2п 
было бы периодом синуса или косинуса, то

мы бы им ели: s in — = sin  \ — + Т  = 1 . О днако  
2 { 2 )

л 1после точки — синус принимает значение 1

5л л m л „ 5л Атолько в точке — , а — + Т <  — + 2л = — . Ана-
2 2 2 2

логичное рассуж дение можно провести и для
косинуса — свое наименьшее (или наиболь-

Периодическая функция

График функции у  = {х}

У 
1

-2  -1  О

-/ = {*}

77777777.
5 х

Наименьший положитель­
ный период Т = 1.

Числа Т = 2, Т = -1 , Т = 3 
и т.д. также являются периода­
ми этой функции, поэтому, на­
пример, /(0,5) = /(1,5) = /(-0,5) = 
= /(2,5) и т.д.

В общем виде: {х} = {х + 1} = 
= {х -  1} = {х + 2} и т.д.

Нули функций
у  =  sinx и у = cosx

sin х = 0 о  х = kn, k е Z;

co sx  = 0 <=> х  = ^(2& +1), 

k е Z.

Наибольшее и наименьшее 
значения функций 
у = sinx и у = cosx

1 Злs in x  = -1  <=> х  = —  + 2kn 
2

(или х  = —— + 2kn ), k е Z;
2

s in x  = 1 <=> x  = — + 2kn; k e  Z; 
2

cosx = -1  о  x  = л + 2kn, k e Z; 
cosx = 1 о  x = 0 + 2kn, k e Z.

Функция у = sin2x

• нули функции: 

sin2x = 0 
2x = kn, k e Z,

x  = — kn, k e Z;
2

точки, в которых функция 
принимает наибольшее и наи­
меньшее значения:

sin2x = 1
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2х = — + 2Ал, A e Z; 
2
rtx  = — + Ал, k e Z; 
4

или 
7t(l +4/e) , k e Z; sin2x = -1;

2x =  ь2Ал, A e  Z;
2

x    h Ал, A e Z;
4

x  = —(4A -1), A e  Z.
4

Промежутки монотонности 
функций у = sinx и у = cosx

Синус возрастает на проме­

жутках + 2Ал; —+ 2Ал 
2 2 

и убывает на промежутках

— + 2Ал; —  + 2Ал), А е Z.
2 2 )

• Косинус возрастает на про­
межутках [л + 2Ал; 2л + 2Ая) 
и убывает на промежутках 
[2Ал; л + 2Ал), А е Z.
На практике промежутки зна- 

копостоянства и монотонности 
синуса и косинуса указывают 
по четвертям.

П ри м еры
• у = sin3x.

Наименьший положительный
гр 2л период Т = — .

Действительно,

sin3^x ± ̂  j =sin(3x ± 2 л) =

= sin3x для любого значения х;

• У = cos|^2x-—J.

Наименьший положительный
„  2л период Т = —  = л.

Действительно,

cos 2 ( х ± л ) - —

з |(2 х  + 2 л ) " 1  =

=cos| | 2х  -  J ± 2лj=  cos|^2x -  J.

ш ее) значение синус и косинус принимают 
в точках, отстоящих друг от друга на 2л. П о­
этому положительный период не может быть 
меньше этого числа.

Если функция у  = f(x)  периодична с основ­
ным периодом Т, то для ее исследования до­
статочно рассмотреть любой промежуток дли­
ны Т. При этом один из двух концов этого 
промежутка следует исключить, чтобы не рас­
сматривать дважды  значения ф ункции, со­
впадающие на его концах.

Если определены нули синуса и косинуса 
на промеж утке [0; 2л), то этого достаточно, 
чтобы указать в с е  их нули:

sin  х  = 0<=>х = 0 + 2Ал; х  = л + 2Ал, А е  Z;

cosx  = 0 <=> х  = — + 2Ал; х  = —  + 2kn, k е  Z. 
2 2

Почему выполняются 
указанные свойства синуса 
и косинуса и какие новые следствия 
можно вывести из них?

Основные свойства синуса и косинуса яв­
ляются непосредственными следствиями вра­
щательного движ ения точки. Все они легко 
объясняются с помощью тригонометрическо­
го круга.

И з стандартны х ф ункций у  = s in x  и у  = 
= cosx можно строить новые тригонометриче­
ские функции и исследовать их свойства, сле­
дя за тем, как меняются свойства синуса и 
косинуса при выполняемых преобразованиях. 
Отметим важнейш ие среди них.

1. П ереход к  крат ном у аргум ент у.
Рассмотрим функции у  = sin  Ах и у  = cosAx 

(А — любое положительное число). При этом 
преобразовании меняется основной п е р и о *

(  2л'Так как sin (Ах + 2л) = sin Ах, то sin  А х  + -

= sin  Ах. Отсюда следует, что основной период

этой ф ункции  равен — . В частности, основ-
А

ной п ер и о д  ф у н к ц и и  у  = s in  2 х  равен  л,
а функции у  = s in — 4л.
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Аналогичное рассуждение верно и для ко­
синуса.

2. Деление  — переход к  тангенсу и кот ан­
генсу.  Ф ункции у  = tg *  и у  = c tg *  получают­
ся из синуса и косинуса.

О с н о в н ы е  с в о й с т в а  ф у н к ц и й  tg* и  ctg*.

1. Область определения: х  ф ^(2А + 1) для

тангенса; х Ф kn для котангенса.
2. П ериодичност ь: функции периодичны  

с основным периодом Т = п.
3. С и м м ет р и я:  t g ( - * )  = t g * ;  c t g ( - x )  = 

= - c tg * .
4. Обращение в нуль: тангенс обращается 

в нуль при *  = Ате; к отан ген с — при *  =

= —(2А + 1).
2
5. Сохранение знака:  положительны в I и 

III четвертях; отрицательны во II и IV четвер­
тях.

6. Наименьш ее и наибольшее значения: не 
имеют.

7. П ром еж ут ки монотонности:  тангенс
( к тс Л

возрастает на промежутке I——; — \, котангенс

убывает на промежутке (0; п) и далее по пе­
риодичности.

8. Область значений: область действитель­
ных чисел R.

График функции у = tgx

График функции у = ctgx

Вопросы и упражнения
■

1. Как получить свойства косинуса, зная свойства синуса и пользуясь соотноше­

нием C O S* =  R m l  *  I?
. f  7t 

: =  s i n  * ?
У2 J

2. Почему для записи промежутков знакопостоянства и промежутков монотонно­
сти синуса и косинуса удобнее выбирать разные промежутки основного пери­
ода?

3. Как обосновать возрастание функции у  = tg*  на промежутке 0; — J, используя

определение этой функции и свойства синуса и косинуса?
4. Как доказать, что основной период тангенса и котангенса вдвое меньше основ­

ного периода синуса и косинуса?
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5. Сколько раз принимает каждое свое значение тангенс или котангенс в преде­
лах основного периода?

6. Проведите полное исследование и постройте графики следующих функций:
(  7[Л \  X

1) у  = sin4x; 3) у  = sinx + cosx; 5) у = 2cosl 2 * - - l ;  7) у = - c t g —;

2) у  = cos^; 4) у  = sin2*; 6) у  = -tg2x; 8) у  = 1 + tg2*.

З а н я т и е  5

Тригонометрические уравнения

• sin 2* =

П ри м еры
1

Основной период 
Т = 71.

Обозначим 2* = t, тогда

sin t = — на п р о м е ж у т к е  
2

[ 0 ;  2 тс), ( 2 = | Ь .
6 6

„ п 5лОтвет: х, = — , * , = — ;
1 2  2 1 2

• 2 (sin *  -  2) = 5 sin *  -  3.
Проводим алгебраические 

преобразования: 2 s in *  -  4 = 
= 5 sin* -  3; получим

sin *  = ---- .
3

Наименьший положитель­
ный период Т  для sin* равен 2л.

Решаем уравнение на проме­
жутке [0; 2л):

*! = arcsin 1) . 1= -arcsin —;

*о = л + arcsin-

Ответ:

-arcsin— + 2 nk; 
3

arcsin—+ л(1 + 2п), k e Z, 

e Z;

Что полезно иметь в виду 
при решении тригонометрических 
уравнений?

1. В тригонометрическое уравнение вхо­
дят периодические функции.  Поэтому перед 
решением уравнения полезно определить об­
щий период всех входящих в уравнение функ­
ций и затем искать корни на промежутке дли­
ной, равной периоду.

Н айдя эти корни и зная период Т, ответ 
можно записать в виде х  = x t + kT ,  где х г — 
корни уравнения на пром еж утке длины Т; 
k — произвольное целое число.

2. Решение уравнения  обычно состоит из 
двух частей — алгебраических преобразова­
ний, приводящ их уравнения к стандартным, 
и записи решений стандартных уравнений.

П од стандартны м тригоном етрическим  
ур а в н ен и ем  п о н и м а ется  у р а в н ен и е  вида  
f(kx) = а,  где f  — одна из основных тригоно­
метрических функций (синус, косинус, тан­
генс или котангенс).

3. За п и сь  реш ен и я  ст а н да р т н о го  у р а в ­
нения.

1) sinx  = a; cosx  = а.
Областью значений синуса и косинуса яв­

ляется промежуток [-1; 1], поэтому при |о| > 1 
данные уравнения решений не имеют.

Далее полезно помнить корни при а  = 0;

+1. Ж- Ж.
2 ’ 2 ’ 2 ’

На промежутке [0; 2л) решения уравнений 
при этих значениях параметра хорошо изве­
стны:

±1.
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sinx Xi *2 cosx x2
л Зл0 0 Tl 0
2 ~2~

1 IC 5tc 1 л 5л
2 6 6 2 3 3

V2 n Зтс V2 n 7л
2 4 4 2 4 4

V3 Tt 2л s л 11л
2 3 3 2 6 6

Tl
1 2 1 0

При решении уравнений с отрицательным  
значением параметра можно применять сооб­
ражения симметрии: если х  — решение урав­
нения sin  х  = а,  то - х  — решение уравнения 
sin  х = -а ;  аналогично, если х  — реш ение  
уравнения cos х = а, то л -  х  — решение урав­
нения cos х = -а .

Если а  не соответствует ни одному из «зна­
менитых» углов, то вводят обозначение для  
одного из реш ений уравнения sin  х  = а  или 
cos х  = а.

П усть |а| < 1. Тогда уравнение s in  х  = а 
имеет единственное реш ение в пром еж утке

^  . Его обозначают через arcsin а  (арк­

синус а).
Аналогично для косинуса выбирают про­

межуток [0; л] и обозначают единственное ре­
шение уравнения cos х  = а  в этом промежутке 
через arccos а  (арккосинус о).

С помощью аркфункций можно записать  
общ и й вид р еш ен и й  ур авн ен и й  s in  х = а 
и co sx  = а. Традиционно это делают в следу­
ющей компактной форме:

s in x  = а <=> х  = (-1)* arcsin а + kn, k е Z; 

co sx  = а <=> х  = ±arccoso + 2kn, k e Z.

2) tg x  = a, c tgx  = a.
Тангенс и котангенс могут принимать лю ­

бые значения и в пределах основного пери­
ода принимаю т такое значение ровно один

sinx = 0,1 <=>
<=> х = (-1)* х arcsin0,1 + kn, 
k e  Z.

cosx = —  <=> 
4

<=> x = + n — arccos— 
4

k e  Z.

- 2kn,

• tgx = — <=>
2

<=> x = arctg— + kn,
2

k e Z.
• ctgx = 0,2 <=>

<=> x = arcctg0,2 + kn, 
k e  Z.

Арксинус а (при |o| < 1) — это 
число (угол), лежащее в про-

7Т_ П 

2 ’ 2 . 

торого равен а.

межутке синус ко-

Арккосинус а (при |а| < 1) — 
это число (угол), лежащее в 
промежутке [0; тс], косинус 
которого равен а.

Значения арксинусов 
и арккосинусов

• arcsin 0 = 0;
• arcsin 1 = — ;

2
. 1 тс• arcsin — = — ;

2 6

• arcsin(-l) = - — ;

• arccosO = —;
2

• arccos1 = 0;
• arccos(-l) = тс;

1 )  2 tc
• arccos | —  = —  .

2)  3
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Значения tgx и ctgx 
для «знаменитых» углов

X tgx
0 0

л V3
6 3
л 1
4
л V3
3
л
2

X ctgx
0 —
л 7з
6
л 1
4
л
3

Vs/з
л 0
2

Примеры тригонометрических 
неравенств

• sinx > 0;
1• cosx < — ;
2

• tg2x > 1;

• ctgx = -1 .

П р и м ер ы

1. 2sinx + cosx = 2.
Если в этом уравнении заме­

нить косинус на синус или на­
оборот, то получим уравнение с 
радикалами. Чтобы избежать  
этого, используем формулы, вы­
ражающие синус и косинус че­
рез тангенс половинного угла:

раз. Выберем в качестве основного промежу- 
л_ я'
2 ’ 2 ,

ток I ; — I для тангенса и (0; л) для котан­

генса.
Значения тангенса и котангенса для «зна­

мениты х» углов известны , поэтому мож но  
легко записать решения этих уравнений при

7з
а = 0; ± — ; ±1; ±л/3. В общем виде вводят обо­

значения arctga и arcctga (арктангенс и арк­
котангенс) для чисел, леж ащ их в промежут­

ках и (0; л) соответственно, тангенс

или котангенс которых равен а.
Окончательно общий вид решений можно 

записать так:

tg x  = а о  х  = arctga  + kn, k е Z; 

c tg x  = a <=> x  = arcctga  + kn, k e Z.

4. Алгебраические преобразования  триго­
нометрических уравнений, приводящие их к 
стандартным, мы обсудим на примерах, по­
казывая, как решаются уравнения некоторых 
типов.

5 . Т р и г о н о м е т р и ч е с к и е  н е р а в е н с т в а  
встречаются достаточно редко. И х надо ре­
шать в пределах основного периода, исполь­
зуя график или тригонометрический круг и 
записывая затем (при необходимости) общий 
вид решений.

Как решаются основные типы 
тригонометрических уравнений 
и неравенств?

1. У р а в н ен и я ,  а л ге б р а и ч е с к и е  о т н о с и ­
тельно одной из тригонометрических ф ун к­
ций:

1) 2 sin 2x  + 3sinx  - 2  = 0.
Это уравнение является квадратным отно­

сительно sin х . Его корни: s in x  = s in x  = -2 .

Второе из полученных простейших уравнений 
не имеет реш ений, так как |sin х| < 1, реше-
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ния первого можно записать так: х  = — + 2kn,
тт 5  л  ^

х = я —  + 2nk = ----ь 2nk, k е Z.
6 6

Если в уравнении встречаются разные три­
гонометрические функции, то надо попытать­
ся привести их к одной, используя тригоно­
метрические тождества;

2) 2 s in 2x  -  5 co sx  - 5  = 0.
Так как квадрат синуса легко выражается 

через косинус, то, заменив sin 2x  на 1 -  cos2x  
и приводя уравнение к квадратному относи­
тельно cosx , получим 2(1 -  cos2x) -  5 cosx  -  5 = 
= 0, т .е. квадратное уравнение 2cos2x  + 5 cosx  +

3
+ 3 = 0, корни которого cos х  = - 1 ,  cosx  = — .

Уравнение c o s x ■ решений не имеет. Р е­

шения уравнения cos х  = -1  запишем в виде 
х  = л + 2kn, k е Z.

2. Понижение порядка уравнения. Форму­
лы удвоения позволяют квадраты синуса, ко­
синуса и их произведения заменять линейны­
ми функциями от синуса и косинуса двойно­
го угла и таким образом понижать порядок  
уравнения:

g
1) cos2x  + cos2 х  = —.

4
М ожно заменить cos2x на 2cos2x -  1 и по­

лучить квадратное уравнение относительно

cos х , но проще заменить cos2x  на ^(1 + cos2x)

и получить линейное уравнение относительно 
cos2x;

65
2) sin 4 х  + cos4 х  = — .

81
Подставляя вместо sin 2x , cos2x  их выраже­

ния через cos 2х , получаем

—(1 -  cos2x)2 + —(1 + cos2x)2 = — ;
4 4 81

1 -  2cos2x  + cos2 2x +1 + 2cos2x  + cos2 2x = 4 •

2 о о 65 Л 2o 49cos 2x = 2 --------1, cos 2x = — ;
81 81

65
8 1 ;

2tgl
1 + tg 2*

1 - t g 2
и cosx = -

1 + tg 2

Выполнив замену, получим 

уравнение относительно tg —:

4 tg — +1 -  tg2 -  = 2^1 + tg 2 2

Квадратное уравнение 3tg2 — -

-  4 tg ^  + 1 = 0 имеет корни tg ^  =

= 1, tg ^  = i ,  откуда ^  = j  + kn,

x = —+ 2kn, — = a r c tg i + kn, x  = 
2 2 3

= 2arctg^ + 2лй, k e Z.

Исходное уравнение можно 
решить другим способом. Вве­
дем вспомогательный угол:

2 sin х  + cos х  =

2
v r

= V5| —;= sinx  + —;= cosx1
Vs'

П усть a = arccos— ТогдаVs
можно продолжить преобразова­
ние: 2 sin x  + cosx = V 5sin(x + a). 
Получаем простейшее уравне­
ние V5sin(x + a) = 2, т.е. sin (x  +

. 2 + a) = —j=, откуда
Vs

2
x  + a = arcsin —j= + 2kn,Vs

x + a = л -  arcsin— + 2kn.Vs
Ответ получился в другом  

виде, однако можно проверить, 
что решения на самом деле сов­
падают.

2. tg x  + 3ctgx = 4.
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Заменив ctgx на и при-
tg x

ведя выражение к общему зна­
менателю, получим квадратное 
уравнение

tg2x -  4 tg x  + 3 = 0,

корни которого tg x  = 1, tg x  = 3,
Л

откуда х  = — h kn, х = arctg3 + 
4

+ kn, k e Z.

3. 5sin 2x + 3 s in x  cosx  = 4. 
Заменив 4 на 4(sin2x + cos2x),

получим

sin2x  + 3 s in x  cosx -  
-  4 c o s2x  = 0.

После почленного деления на 
cos2x имеем:

tg2x  + 3 tg x  - 4  = 0, tg x  = 1, 
tg x  = -4 ,

x = — + kn<=> x = -arctg4  + kn,
4 k e Z.

14. sin x  > —.
2

Отмечаем углы на окруж­
ности:

Для х е [0; 2л] имеем

л 5л— < х < — . 
6 6

О т в е т : 

k е Z.

— + 2kn;—  + 2kn 
6 6

5. co sx  > —.
3

7 7
cos2x = ± —, 2x = ±arccos— + &л,

9 9
x 1 7 йл . _x  = ± —arccos— + — , k e Z.

2 9 2
3. И сп о л ьзо ва н и е  т ригоном ет ри ческих  

формул сложения и следствий из них. Иног­
да в уравнениях встречаются тригонометри­
ческие функции кратных углов. В таких слу­
чаях нуж но использовать формулы сл о ж е­
ния:

1) s in x  + s in 2 x  + s in 3 x  = 0.
О бъединим крайние слагаемы е: ( s in x  +

+ s in 3 x )  + s in 2 x  = 0 , откуда 2 s i n 2 х c o s x  + 
+ sin 2 x  = 0, s in 2 x (2 cosx  + 1) = 0. Тогда s in 2 x  =

= 0 , 2 x  = kn, x  = —kn или 2 cos x  = - 1 ,  x  =
2 2 

= ± —n + 2kn, k e Z;
3

2) s in 3 x  s in 5 x  = s in x  s in 7 x .
Преобразуем произведение синусов в сум­

му: ^ (cos2x  -  cosSx) = -i(co s6 x  -  cosS x), откуда

co s2 x  = co s6 x . Полученное уравнение можно 
решить, например, преобразованием co s6 x  -  
-  co s2 x  в произведение. Удобнее воспользо­
ваться условием равенства косинусов двух уг­
лов 2х  и 6х: 6х  = ±2х + 2nk, k е Z. Получаем  
два ур авн ен и я : 6 х  = 2 х  + 2 n k ,  4 х  = 2nk ,

х  = —kn или 6х  = -2 х  + 2kn, 8х  = 2kn, х  = —kn. 
2 4

Проверьте, что решения второй серии со­
держат в себе все решения первой серии. Учи­
ты вая это , ответ м ож н о записать короче: 

knх  = — , k е Z.
4

4 . О дн ородн ы е у р а в н е н и я .  Рассм отрим  
уравнение s in 2x  -  5 s in x  c o s x  + 6 c o s 2x  = 0. 
Если считать, что s in x  и co sx  — члены пер­
вой степени, то каж дое слагаемое имеет сте­
пень 2.

Уравнение, в котором каж дое слагаемое 
имеет одну и ту ж е степень, назы вается  
однородным.
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Его можно решить, выполнив деление на 
старшую степень синуса (или косинуса). Д е­
лим уравнение почленно на cos2x  (зам ет и м : 
если в данное уравнение подставить cos х = О, 
то получим sin  х = 0, что невозможно, значит, 
в результате деления на cos2x  не будет потери 
корней) и находим:

sin 2x  s in x  „ _
 5----- 5  (- о — О,
cos х  cosx

tg 2x  -  5 tg x  + 6 = 0 , tg x  = 2, tg x  = 3,

x  = a rc tg 2 + kn, x  = a rc tg 3 + kn, k e Z.

Постоянные слагаемые можно считать чле­
нам и второй степ ен и , так как 1 = s in 2x  +
+  C O S 2 X .

5. П рост ейш ие тригонометрические не­
равен ст ва .  С помощью введенных обозначе­
ний arcsin a , arccos а, arctg а легко записать 
решения простейших тригонометрических нера­
венств, т. е. неравенств вида s in x  < a, cosx  < а, 
tg x  < о и им подобных.

Для решения таких неравенств необходи­
мо выделить на тригонометрической окруж ­
ности положения точек Р х, соответствующих 
данному неравенству, а затем записать нера­
венства, которым удовлетворяют получивши­
еся углы. При этом надо следить, чтобы в за­
писи левый конец интервала был меньше пра­
вого.

Отмечаем углы на окруж­
ности:

1 1-arccos— < х < arccos—. 
3 3

Ответ: -arccos— + 2kn; 
3

arccos— + 2kn 
3

, k e Z.

6. tgx  < -2 .

tg x  = -2 , x e ^ - | ;  ^j<=>x = 

= -  arctg 2.

Для x e ; — имеем
I 2 2 )

< x < -arctg2.

Ответ-.

+ kn , k € Z,

- + kn; -arctg2 +

Вопросы и упражнения
■

1. Что такое arcsin а?

2. Какие тождества для арксинуса вам известны?

3. При каких а определен arcsin а?

4. Какие значения может принимать arcsin а?

5. Сформулируйте вопросы, аналогичные вопросам 1—4, для arccos а и arctg а 
и дайте на них ответы.

6. Сколько решений имеют простейшие уравнения типа sinx = a, cosx = a, tgx  = а, 
ctgx = а?

7. Как, зная одно решение простейшего тригонометрического уравнения, найти 
все его решения?
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8. Какими формулами выгоднее пользоваться при решении тригонометрических 
уравнений и почему?

9. Придумайте несколько различных способов решения уравнения sin2* + cos2*  = 1. 
10. Решите уравнения:

1) sin2* = - i ;
2 5) tg2* V * = 3°;

ОЛ • 2 5 9) sin*  + cos *  = —;
4

* л/22) cos— = — ; 
2 2

6) sin22* = sin2*; im  • V2 10) sinx  cosx = — .
4

3) tg 3 *  = -1; 7) (sin*  + cos*)2 = 2;

4) cos2* = sin2*; 8) s in *  + s in 2* = 0;

Щ  Б ЕС Е Д А
Из истории тригонометрии

Тригонометрия возникла и развивалась как часть астрономии. Поэтому ис­
торию тригонометрии проследить до истоков невозможно, ведь за движением 
небесных тел люди наблюдали всегда. Как с имени Евклида можно начать от­
счет развития геометрии, так и исходную точку в описании астрономии и три­
гонометрии разумно связать с именем Птолемея (ок. 90 — ок. 160).

Клавдий Птолемей был одним из блестящих древнегреческих мыслителей. 
Его описание Солнечной системы в течение четырнадцати веков, вплоть до от­
крытий Коперника, было общепринятой системой устройства Вселенной. Как 
«Начала» Евклида заключали в себе свод математических знаний, приобретен­
ных человечеством, так и «Альмагест» Птолемея представлял собой исходную 
энциклопедию астрономии.

Астрономические таблицы Птолемея, сохранившиеся до нашего времени, 
равнозначны тригонометрическим таблицам, позволяющим вычислять синусы 
с шагом 0,25° с пятью верными десятичными знаками. Для построения таблиц 
Птолемею пришлось не только применить сложившуюся к тому времени евк­
лидову геометрию, но и доказать много новых фактов.

Если с именем Декарта мы связываем включение геометрии евклидовых 
«Начал» в общий контекст математики, то аналогичную роль для тригономет­
рии птолемеева «Альмагеста» сыграл немецкий математик и астроном И. Мюл­
лер (1436 — 1476), более известный под именем Региомонтан. Его труд «О тре­
угольниках всех видов» содержал таблицы синусов с шагом 1' с точностью до 
семи десятичных знаков.

Тригонометрические функции

Корни, степени и логарифмы, до тех пор пока они служат для формул, пре­
образований и вычислений, мы относим к алгебре. Точно так же синусы и ко­
синусы со всем калейдоскопом тригонометрических формул можно отнести к 
этому разделу математики. Новый этап в развитии и применении всех этих по­
нятий наступает тогда, когда мы изучаем изменение их значений при измене­
нии аргумента (числа или угла). Зная, как вычисляют синус, косинус, тангенс, 
котангенс для произвольного числа, можно построить соответствующие функ-
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ции и изучать их свойства по общим правилам исследования функций. Так же 
и в истории тригонометрии на смену алгебре тригонометрических формул и 
преобразований пришел математический анализ тригонометрических функций. 
Начиная с основополагающих работ И. Ньютона, Г. Лейбница и И. Бернулли, 
выполненных к началу XVIII в., роль тригонометрии в общей теории функции 
была прояснена в начале XIX в. французским математиком Ж . Фурье, теория 
которого лежит в основе принципов передачи сигналов (звука, изображения 
и т.п .) вплоть до наших дней.

Современный вид учение о тригонометрических функциях приняло в рабо­
тах Леонарда Эйлера.



I Функции и графики

З а н я т и е  1 

Обзор общих понятий

П р и м ер ы

1. у  = 'J l-X 2

D = [-1; 1] 
£  = [0; 1]

2. у = М

В  = R
£  = [0: +оо)

В  = R
£  = (—со; 0]
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Что включает в себя 
понятие функции?

1. З адани е  ф ункции.  Для того чтобы за­
дать функцию, нуж но указать:

1) множ ество всех возмож ны х значений  
переменной х. Это множество обозначают бук­
вой D  и называют областью определения ф ун­
кции-,

2) правило, по которому каж дому числу х 
из множества D  сопоставляется число у,  оп­
ределяемое числом х.  Это число у  называется 
значением функции в точке х.

2. Функциональные обозначения. Функция 
обычно обозначается одной буквой, напри­
мер / .  Значение функции f  в точке х  обозна­
чается f(x).

И так, если задана функция f,  то задано  
множество чисел D  и каж дом у числу х  е D 
сопоставлено число у  = f(x).  Область опреде­
ления функции f  будем обозначать D(f).

Переменную х  называют аргументом, D  — 
множеством возможных значений аргумента.

Пусть задана функция у  = f(x)  с областью  
определения D(f).  М ножество значений, ко­
торые принимает переменная у,  так и назы­
вают — множ ество значений  ф ункции .  Это 
множ ество будем обозначать E(f)  или прос­
то Е.

Можно сказать, что число а входит в мно­
жество значений функции f,  если найдется



число х  из области определения функции та­
кое, что а = f(x).

Обратим внимание на то, что если для зна­
чения аргумента х  из области определения  
соответствующее значение функции у  = f(x)  
находится однозначно, т. е. единственным об­
разом, то для значения аргумента у  из мно­
жества значений соответствующее значение х  
должно существовать, но оно не обязательно 
является единственным.

3. График функции.  Графиком функции f  
называется множество точек плоскости с ко­
ординатами (х , f(x)), где х  пробегает область 
определения функции f.

Заметим, что понятие графика функции  
тесно связано с понятием системы координат. 
Одна и та ж е функция в разных системах ко­
ординат будет иметь разные графики.

4. Способы задания  функции.  Как задает­
ся правило вычисления значений функции?

1) А н ал и т и ч еск и й  способ. При аналити­
ческом способе задания функции правило вы­
числения задается явной формулой, содерж а­
щей определенные операции.

Если функция задана формулой и не ука­
заны никакие ограничения, то ее областью  
определения считается множество всех значе­
ний аргумента, при которых выполнимы все 
операции, участвующие в формуле. Это мно­
жество называют естественной областью оп­
ределения данной функции.

2) Табличный способ. В таблице можно не­
посредственно указать значения функции, од­
нако лишь для конечного набора значений  
аргумента.

В ы чи сл ени е зн ач ен и й  ф ун к ц и и  м ож ет  
быть запрограммировано в калькуляторе. Вы­
числительное устройство может служить спо­
собом задания новой функции. Современные 
вычислительные машины снабжены  клави­
шами, позволяющими немедленно вычислить 
значения многих функций.

3) Графический способ. По графику можно 
находить (хотя бы приближ енно) значения  
функции. Графический способ применяется  
прежде всего для качественного, наглядного 
представления характера изменения изучае­
мой функции.

4-1 / =
sinx

5. у = 2,og2X 

У

Z .
0 X

D: х > О
Е = (О; +со)

6. у = [х]
[х] — целая часть числа х

D = R 
Е = 2
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7. График изменения курса 
доллара

8. Астроида

М 3 + Ы 3=1

9. Гипербола

х2 -  у2 = 1

Аналитический, табличный и графический 
способы задания функции, разумеется, не ис­
черпываю т все возм ож ны е пути описания  
функции.

Задание правила, по которому происходит 
вычисление значений функции, мож ет быть 
вы полнено с использованием  лю бого я зы ­
ка — обычного словесного, символического, 
компью терного. При этом необходим о сл е­
дить за тем, чтобы это описание позволяло  
точно для каждого допустимого значения ар­
гумента однозначно находить сопоставляемые 
им значения зависимой переменной (ф унк­
ции).

5. Общее понят ие за ви си м о ст и .  Ф унк­
ция — это определенны й тип зависим ости  
между переменными, который так часто и на­
зывают функциональной зависимостью.

Термин «п ер ем е н н а я » прим еняется для  
обозначения различных меняю щ ихся вели­
чин.

Зависим ост ь  м еж ду переменными может 
быть выражена разными способами, лишь бы 
для лю бого набора зн ачен ий  перем енны х  
можно было бы ответить на вопрос: связаны  
ли эти значения данной зависимостью или 
нет? Часто встречается зависимость в форме 
уравнения, связывающая выражения с пере­
менными.

Пусть дана некоторая зависимость между  
переменными х н у .

Будем говорить, что у  есть функция от х, 
если для каждого допустимого значения х  за­
висимость позволяет однозначно  определить 
связанное с ним значение у.

Если зависимость задана в форме уравне­
ния, связывающего выражения с переменны­
ми, то говорят о неявном  задании функции. 
В отдельных случаях возможен переход от не­
явного задания функции к явному.

Зависим ость м еж ду переменны ми х н у  
изображ ается на координатной плоскости с 
помощью некоторой кривой — графика за­
висимости. Для того чтобы эта зависимость  
неявно задавала у  как функцию  от х ,  н у ж ­
но, чтобы всякая прямая, параллельная оси 
у,  пересекала график не более чем в одной  
точке.
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Как были заданы функции, 
которые встречались ранее?

1. Л инейны е функции.
Эти функции задаются формулой у  = kx  + 

+ b, где k и Ъ — определенные числа.
Обычно считают, что k Ф 0.
При k = 0 функция у  = Ь является постоян­

ной.
Областью определения функции у  = kx  + b 

считается вся числовая ось: D  = R (если не 
наложено специальных ограничений на зна­
чение аргумента л;).

2. М ногочленны е функции.
Эти функции задаются следующими мно­

гочленами: у  = = а пх п + а п _ гх п " 1 + ... + а хх  + 
+ а0, а п Ф 0.

Л инейны е ф ункции входят в этот класс 
функций.

Многочленные функции можно различать 
по степени многочлена: квадратичные (п = 2), 
кубические (п  = 3) и т. д.

Естественной областью определения мно­
гочленных функций считается вся числовая 
ось: D  = R.

3. Рациональные функции.
Эти функции задаются отношениями двух 

Р(х)многочленов: у  = ------- , где Р(х)  и Q(x) — мно-
Q(x)

гочлены.
М ногочленны е ф ун к ц и и  в ходя т  в этот  

класс ф ункций, так как в виде Q(x) можно  
взять постоянную Q(x) = 1.

Область определения рациональной функ­
ции — множество всех чисел х, за исключе­
нием тех, при которых знаменатель Q(x) об­
ращается в нуль: D = {лс е  R | Q(x) Ф 0}.

4. Степенные функции с дробным показа­
телем.

Эти функции задаются формулой вида у  = 
= х г, где г  — некоторое число, отличное от 
нуля.

Ясно, что если г — натуральное число, то 
получается частны й случай многочленной  
функции; если г  — целое отрицательное чис­
ло, то имеем частный случай рациональной 
функции.

Линейные функции

у = kx + b 
кФ 0 

D  = R

Многочленные функции

квадратичные (га = 2) 
у = а2х 2 + а хх  + а0 

D  = R 
кубические (га = 3) 
у = а3х3 + а2х 2 + ахх + а0

D = R

Рациональные функции

у - ^ 1 ,
Q(x)

где Р(х); Q(x) — многочлены. 

D  = {х е R | Q(x) ф 0}

Степенные функции 
с дробным показателем

у = х г 
г  Ф 0

Ч а с т н ы е  случаи-.
г = N — многочленная функ- 

. ция;
г  е Ъ — рациональная функ­

ция
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Тригонометрические
функции

у = sinx, у  = cosх 
D = R

Показательные
функции

у = ах 
а > О; а * 1

Логарифмические
функции

У = logax 
а > О; a * 1

Если г — дробное число, то можно вычис­
лить значение степени х г при любом поло­
ж ительном значении х ,  что позволяет рас­
смотреть степенные функции не только с це­
лым, но и любым действительным показате­
лем г ф 0.

5. О сновные т ригономет рические ф у н к ­
ции.

Это функции у  = s in x  и у  = co sx , опреде­
ленные при всех значениях аргумента х .

6. Показательные и логарифмические функ­
ции.

При фиксированном основании а (а >  0; 
а Ф 1) эти функции задаются формулами у  = а х 
и у  = logax.

Показательные функции определены при 
всех значениях х, а логарифмические — толь­
ко при х  >  0.

Вопросы и упражнения
■

1. Какие вам известны способы задания функции?

2. Что такое область определения функции?

3. Как находится область определения функции, заданной формулой?

4. Как вычисляются значения функции, заданной графиком?

5. Какие классы функций вам известны?

6. Что такое неявное задание функции?

7. Всегда ли зависимость между двумя переменными позволяет выразить одну из 
них как функцию другой?

8. Как по графику зависимости определить, можно ли из этой зависимости выра­
зить одну переменную как функцию от другой?

9. Приведите пример функции, естественной областью определения которой было 
бы следующее числовое множество:

1) х *  ±1; 4 )  (-оо; 1);

2) х > 1; 5) (-оо; -1 ] u  [1; +оо);

3) [-2; 2]; 6) [-1; 0) и  (1; 2].

10. Верны ли следующие утверждения:

1) соотношения у 2 = х 2, у > 0 и у  = |х| определяют одну и ту же зависимость;
2) соотношение у 2 = х  определяет ровно две функции вида у = /(х).
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З а н я т и е  2

Схема исследования функции

Что входит в схему исследования функции?

Способ представления функции
Символический Словесный Графический

У = Ах)
Область определения: 
D = D(f)
D(f) = [а; Ь]

Область определения функ­
ции — множество значений ар­
гумента, при которых функция 
задана, определена. Геометри­
чески — это проекция графика 
функции на ось х

У

J
Lа ЧУо V x

Нули функции:
Ах) = о
Множество нулей: 
{*!, Х2> ЛГ3}

Нули функции — точки, в ко­
торых функция обращается в 
нуль. Эти точки являются ре­
шениями уравнения f(x) = 0. 
Геометрически — это абсциссы 
точек пересечения графика 
функции с осью X

У

-4 *2/ V 3X j \ jO \  x

Промежутки постоянно­
го знака:
Ах) > 0 и f(x) < 0 
Ах) > 0: [а; х х) и  (х2; х3) 
Ах) < 0: (хх; х2) и  (х3; Ь]

Промежутки постоянного зна­
ка — множества решений нера­
венств f(x) > 0 и Ах) < 0. Гео­
метрически — это интервалы 
оси х, соответствующие точкам 
графика, лежащим выше (или 
ниже) этой оси

У

ГХ *2 /
\

\*з ь
a x { \ J o X

Промежутки монотон­
ности:
Ах) Т или f(x) 4
Ах) t: [тга,; т2] и  [т3; Ъ]
Ах) 4: [о; т{\  и  [т2; т3]

Промежутки монотонности — 
промежутки оси х, на которых 
функция возрастает (проме­
жутки возрастания) или убыва­
ет (промежутки убывания). 
Геометрически — это интерва­
лы оси х, где график функции 
идет вверх или вниз

У

^  тх1  ̂rn3 b
а 2 x

Точки экстремума:
Х щ а х  И Xmin 
Х щ а х '  ^ 2
xmin: тх, т3

Точки экстремума — точки, 
лежащие внутри области опре­
деления, в которых функция 
принимает самое большое (мак­
симум) или самое малое (мини­
мум) значения по сравнению со 
значениями в близких точках. 
Геометрически — около точек 
экстремума график функции 
выгибается выпуклостью вверх 
или вниз

У

---  тх \ m 3 b
a \ i /  rri2 x
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Окончание табл.

Способ представления функции
Символический Словесный Графический

Обычно точки экстремума раз­
деляют промежутки монотон­
ности

Наибольшее и наимень­
шее значения:
У наиб Ч У  наим

i /н а и б  = м  при х = т 2 
У наи м  = пг при х  = т3

Говорят, что в точке х0 функ­
ция f  принимает наибольшее 
(наименьшее) значение, если 
/(х0) > f(x) (/(х„)  ̂ /(*)) Для лю­
бого значения х. Само число 
f(x0) и называется наибольшим 
(наименьшим) значением функ­
ции. Геометрически — это ор­
динаты самой высокой (самой 
низкой) точки графика

У

J

м

пА т 3
Х 7т \  —— х

Область значений: 
Е = E(f)
£ ( /)  = [ш; М]

Область значений функции — 
множество чисел, состоящее из 
всех значений функции. Гео­
метрически — это проекция 
графика функции на ось у

*/

J

м

\ У т \  — х
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Почему нужно быть 
внимательным 
при исследовании функции?

1. Связь м еж ду нулями функции и проме­
жутками постоянного знака не всегда бывает 
такой простой, как на приведенном графике 
(в рассм отренном  прим ере нули функции  
разделяли промеж утки постоянного знака). 
Функция может обратиться в нуль, но иметь 
одинаковы й знак слева и справа от корня 
(рис. а).

Н е всегда верно и обратное — граница 
двух соседних промежутков постоянного зна­
ка не обязательно является корнем функции. 
Однако в этом случае график функции дол­
ж ен иметь р а зр ы в  (рис. б)

2. Мы применяем термин «монотонность» 
(возрастание, убывание) только по отношению 
к промежуткам, целиком входящим в область 
определения функции.



Так, функция на рисунке б убывает на каж ­
дом пром еж утке, не содерж ащ ем  нуля, но 
нельзя сказать, что она убывает везде (на всей 
области определения).

3. Точка экстремума (максимума, миниму­
ма) должна лежать внут ри  области определе­
ния функции (чтобы можно было сравнивать 
зн ачен ия ф ун кц ии  слева и справа от нее, 
рис. в).

Точка, в которой функция принимает наи­
большее (наименьшее) значение, может нахо­
диться где угодно.

Как правило, это либо одна из точек экс­
тремума, либо одна из граничных точек об­
ласти определения (рис. г).

Замечание.  Точек экстремума может быть 
сколько угодно.

Наибольшее (наименьшее) значение функ­
ции, если оно сущ ествует, всегда единствен­
но, однако оно может приниматься в несколь­
ких различны х точках. К огда мы говорим  
«т очка эк с т р е м у м а » или «т очка, в кот о­
рой ф ункция приним ает  наибольшее зн а ч е­
ние», то имеем в виду точки, расположенные 
на оси х ,  а не точки графика. Н аибольш ее 
(наименьш ее) значение — это точка, распо­
ложенная на оси у.

4. В рассмотренном примере областью зна­
чений функции был отрезок [тп; М \,  концы  
которого — наименьшее и наибольшее значе­
ния функции. Так бывает не всегда.

Во-первых, часто у функции нет наиболь­
шего или наименьшего значения (рис. д).

Во-вторых, если функция достигает своих 
наибольшего и наименьшего значений, но яв­
ляется разры вной,  то некоторые промежуточ­
ные точки меж ду т и М  могут пропускаться, 
т .е . не входить в область значений функции  
(рис. е).

Как на практике используется 
схема исследования функции?

Исследование функций, заданны х анали­
тически, можно свести к исследованию стан­
дартных функций, зная, как меняются свой­
ства при преобразовании функций и операци­
ях над ними.

д

У
У = 1

0 X
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П реобразования функций будут изучены  
на отдельном занятии (см. занятие 3), а сей­
час повторим основные свойства простейших 
функций с помощью их графиков.

1. у  = 1 — постоянная ф ункция. Ее гра­
фик — прямая, параллельная оси х.

2. у  = х  — линейная функция. Ее графи­
ком будет биссектриса первого и третьего ко­
ординатных углов.

3. у  = — — обратно пропорциональная зави-
х

симость меж ду значениями функции и значе­
ниями аргумента.

4. у  = х 2 — квадратичная функция. Ее гра­
фиком будет парабола с вершиной в начале ко­
ординат, симметричная относительно оси у.

1
5. у  = х 2 — степ ен н ая  ф ун к ц и я . Ее гр а­

фик — ветвь параболы.
6. у  = 2х; у  = log2x  — показательная и ло­

га р и ф м и ч еск а я  ф у н к ц и и . Они в заи м н о- 
обратны (см. занятие 3).

7. у  = s in x ; у  = co sх  — основные тригоно­
метрические функции. Их графики — сину­
соиды, различающиеся на л /2 .

^  Вопросы и упражнения 
■

1. Может ли функция у = f(x) быть монотонной, а при этом уравнение f(x) = 1 
иметь два корня?

2. Может ли функция принимать каждое свое значение ровно два раза?
3. Может ли функция иметь два максимума и ни одного минимума?
4. Может ли функция возрастать на всей числовой оси и удовлетворять неравен­

ству \f(x)\ < 1 ?
5. Может ли функция иметь максимум, но не иметь наибольшего значения?
6. Может ли значение функции в точке максимума быть меньше значения в точ­

ке минимума?
7. Могут ли совпадать наибольшее и наименьшее значения функции?
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8. Может ли функция принимать свое наибольшее значение в двух разных точ­
ках?

9. Верны ли следующие утверждения:
1) график функции у = (х + I)2 -  х2 — прямая;
2) график функции у = (я + I)2 -  1 — гипербола;
3) график функции у = х2 + (х + I)2 — парабола?

Занятие  3 
Преобразования функций и действия над ними

/

Что можно получить из стандартных 
функций, применяя действия 
над ними?

1. У м е н ь ш е н и е  о б л а с т и  о п р е д е л е н и я  
ф ункции  (ограничение). У функции у  = f(x) 
с областью определения D  можно уменьшить 
область определения, сохранив правило вы­
числения ее значений.

Т акая оп ер ац и я  назы в ается  о г р а н и ч е ­
нием.

Так, ф ункцию  у  = х 2, заданную  на всей 
числовой оси, можно рассмотреть только для 
неотрицательных значений аргумента и запи­
сать у  = х 2, х  > О.

Если А  с  D ,  то ограничение функции f  с 
областью определения D  на подмножество А  
иногда обозначают так: f  \А.

2. Арифметические операции над функци­
ями. Ф ункции с одной и той ж е областью оп­
ределения можно складывать, перемножать  
и делить друг на друга по следующим прави­
лам:

• ( /  + g)(x) = f(x) + g(x);

• ( f g ) ( x )  = f (x )g (x ) ;

(x) =
f(x)
g(x)'

При сложении и умножении функций об­
ласть определения сохраняется. При делении  
из нее выбрасываются точки, в которых зна­
менатель обращается в нуль.

3. Построение сложной функции  (компо­
зиции функции).

Ограничение

У  =  х

х > 0

Сложение функций

у = х + sin х

Взаимно-обратные
функции

у = -Jx + 1 и у = х2 -  1;
х > 0
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Арифметические действия 
над функциями

П рим еры ,

l . i /  = -/£ -— . Эта функция по­
лг -1

л учена из простейших с помо­
щью арифметических опера­
ций. Ее область определения — 
все числа, кроме тех, для кото­
рых х 2 -  1 = 0. Для краткости 
область определения можно за­
писать так: D = {л: е R | х * ±1} 
или проще D: х * ±1.

„ , sin* „2. у  = t g x  = ------- . Т ангенс
cosx

получается делением синуса на 
косинус. Его область опреде­
ления — все числа, кроме тех, 
для которых cos х = 0;

D = 1хеК |л :^  — + kn, k € Z
I 2

3. Если необходимо выпол­
нять арифметические операции 
над функциями, имеющими раз­
ные области определения, то бе­
рут общую часть областей опре­
деления.

Функцию вида у  = — + \Jx + 1 
х

можно считать суммой функций

у  = — и у  = Vx~+T. Общей обла- 
х

стью определения будет множе­
ство D = {х  ̂ 0, х > -1 , k е Z}.

Композиция двух функций

П р и м е р ы

1. Пусть Дх) = х2, g(x) = sin х. 
( /  о g)(x) = /(sin  x) = sin2x,

(g ° /)(x) = sin x 2.

2.  у = \ l l - x 2. Ф ункцию  у 
можно представить в виде ком­
позиции функций: g(x) = 1 -  х2 
и / ( х )  = у/х, у  = ( / ° g)(x)=f(g(x)) =
= V 1 - х 2. Для нахождения об­
ласти определения нужно взять 
значения х, для которых 1 -  х2 > 
> 0, т .е. D = [-1; 1].

Композиция  — это последовательное при­
менение двух или нескольких функций.

Композиция функций f  и g  часто обозна­
чается f ° g .  Она осуществляется по следую ­
щему правилу:

( /  ° £)(*) = f(g(x)),

т .е . к значению аргумента х  сначала приме­
няют функцию g, а затем к ее значению g(x) 
применяют функцию /.

Область оп р едел ен и я  ком п ози ц и и  f o g  
функций f u g  находят так: берут те числа х  
из области определения  функции g, для ко­
торых значения g(x)  попадают в область оп­
ределения функции /.
^ / 4 .  Построение обратной функции.  Пусть 
дана функция у  = Дх). Если из этого равенства 
мож но однозначно выразить х  через у: (х  = 
= g(y))> то получим новую функцию, которая 
назы вается о б р а т н о й  к ф у н к ц и и  f . П ару  
функций у  -  Д х) и х  = g(y) называют взаимно­
обратными функциями. Имеют место тож де­
ства f(g(y)) = у  и g(f(x)) = х.

Заметим, что зависимости у  = Д х) и х  = g(y) 
эквивалентны, выражают одну и ту ж е связь 
м еж ду переменными х  и у.

Поэтому графики этих зависимостей в сис­
теме координат хО у  будут совпадать.

Однако, если мы функцию g  захотим запи­
сать в обычном виде у  = g(x)  и построить ее 
график в той ж е системе координат, то мы 
перейдем от точки (х; у)  к точке (у; х). Точки 
(х; у) и (у; х) симметричны друг другу отно­
сительно прямой у  = х. Поэтому графики вза­
имно-обратных функций у  = Д х) и у  = g(x)  в 
одной и той ж е системе координат хО у  будут 
симметричны относительно этой прямой.

Не для всякой ф ункции у  = Д х ) мож но  
построить обратную .

Н апример, стандартны е ф ункции у  = х 2 
или у = s in  х  не имеют обратных.

О днако для к а ж д о й  из ни х м ож н о так 
уменьш ить область определения, чтобы на 
ней выполнялось условие однозначности ре­
шения уравнения у  = Д х) при заданном зна­
чении у  из области значений функции /.
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Например, функция у  = %/х является обрат­
ной к функции у  = х 2, определенной при х  > 0; 
функция у  = arcsin х  является обратной к функ­
ции у  = sin  х ,  определенной на промежутке

7Т_ Л

~ 2 ’ 2_Г
5. Склеивание функций.  Часто встречают­

ся функции, заданные разными формулами  
на разны х частях области определения. Их 
можно представлять составленными (склеен­
ными) из различных функций.

Н ап р и м ер , ф ун к ц и я  у  = |х| ск л еен а  из  
функции у  = х,  взятой при х  > 0 и у  = - х  при 

/  х  <  0.
Зам ечание.  Часто функции, получаемые 

из простейших стандартных функций с помо­
щью рассмотренных выше операций, называ­
ют элем ент арны ми функциями.

Почему полезно представлять 
функцию как результат 
действий над простейшими 
функциями?

Если научиться следить за тем, как меня­
ются свойства ф ункций при тех или иных  
действиях над ними, то это может облегчить 
исследование функций.

Обсудим, например, монотонность ф ун к­
ций.

Сформулируем несколько правил.
1. Если каждая из двух функций возраста­

ет на некотором промежутке, то и сумма этих 
функций возрастает на этом промежутке.

2. Если функция f  возрастает на некотором 
промежутке, то функция - f  убывает на этом 
промежутке.

3. Если каждая из двух функций возраста­
ет на некотором промежутке и положительна, 
то и произведение этих функций возрастает 
на этом промежутке.

4. Если функция f  возрастает на некотором 
промежутке и строго сохраняет на нем посто­
янный знак (не обращаясь в нуль), то функ­

ция — убывает на этом промежутке.

Заметим, что (g ° f)(x) = 1

(Vx) = 1 —х.
Теперь D = [0; +со).
3. Пусть f(x) = s in x , g(x)  

arcsin х.
(f  о g)(x) = sin arcsin x  = x 

D = R
(g ° f)(x) = arcsin (sinx)

На отрезке функ-n. n 
2 ’ 2

ция arcsin x является обратной 
к функции s in x . На отрезке  
[-1; 1] функция s in x  является 
обратной к функции arcsin х.

Склеивание функций

1, х < 1,
X, X > 1.

Монотонность функций

1. Ф ункция у  = —  будет
х

возрастающей на промежутке

(0 ; +оо), так как функция у  =  —
х

является убывающей на этом 
промежутке.

2. Функция у  = 2 х  явля-
X

ется возрастающей на проме­
жутке (-со; 0), так как получена 
как сумма двух функций у  = 2х 

1и у = —  , каждая из которых
X

возрастает на этом промежутке.
3. Функция у = tg x  является 

возрастающей на промежутке
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0; —j,  так как она является про­

изведением функций у  = s in *  
1и у  = ------- , каждая из которых

cos*
возрастает на этом промежутке.

Для функции у  = —-— приме- 
cos *

нено правило 4.
Функция у  = - t g *  будет убы- 

Г„ 71вающеи на промежутке 0; — 

Функция у  = tg *  на промежут- 

является возрастаю­

щей. Применив правило 7, по­
лучим, что тангенс возрастает

7t. 7t)
2 ’ 2 /

4. Функция у  = arcsin* воз­
растает на всей области опре­
деления (промежуток [-1; 1]), 
так как является обратной к воз­
растающей функции у  = s in * ,

7t_ П 
2 ’ 2_

ке | 0

на всем промежутке

5. Если каждая из двух функций является 
возрастающей, то и их композиция будет воз­
растающей.

При использовании этого свойства надо 
следить за областями определения и теми про­
межутками, на которых исследуется монотон­
ность.

6. Если функция возрастает на некотором  
промеж утке, то и обратная к ней такж е бу­
дет возрастать на том промеж утке, который 
является областью значений исходной ф ун­
кции.

7. Если функция склеена из двух функций, 
возрастающих на промежутках, имеющих об­
щ ую точку, то она будет возрастаю щ ей на 
объединенном промежутке.

Все правила приведены для возрастающих 
функций.

Случай убывающих функций рассматрива­
ется аналогично.

Сформулированные правила доказываются 
с использованием ариф метических свойств 
неравенств.

Вопросы и упражнения

1. Докажите сформулированные правила о сохранении монотонности функций 
при операциях над ними.

2. Что такое композиция функций?

3. Как найти естественную область определения сложной функции?

4. Какие две функции называются взаимно-обратными?

5. При каком условии функция имеет обратную?

6. Является ли монотонность функции необходимым условием существования об­
ратной функции?

7. Как связаны между собой свойства взаимно-обратных функций?

8. Как выразить через арксинус функцию, обратную к функции у  = sin * , задан­
ной при х  е — • —  ?

1 2 '  2  J

9. Даны две функции f u g .  Постройте их композиции u = f ° g a v  = g ° f :

1) /(*) = - ;  §(х) = *2 + 1; 2) f(x) = | °  при х ~ ° ’ 8(х) = х2 -  1.
х  [*  п р и  *  > О;

10. Докажите равенство ( /  ° g) ° h = f  ° (g ° h).
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З а н я т и е  4

Симметрия функций и преобразование их графиков

Какие свойства симметрии 
возникают у функций и как они 
проявляются на графиках?

1. О севая симметрия. Четные функции.  
Рассмотрим простейш ий случай, когда гра­
фик ф ункции у  = Д х) симметричен относи­
тельно оси ординат. Это означает, что ее об­
ласть определения D  симметрична относи­
тельно начала координат (точки х  и - х  одно­
временно принадлежат или не принадлежат  
D) и что Д -х )  = Д х), т. е. точки (х , Дх)) и ( -х ,  
Д -х )) симметричны относительно оси у.

Ф ункции с такой симметрией графика на­
зываются четными функциями.

2. Ц ен т р а л ь н а я  сим м ет рия. Н ечет ны е  
ф ун кц ии .  Рассмотрим простейш ий случай, 
когда график функции у  = Д х) симметричен  
относительно начала координат. Это означа­
ет, что ее область определения D  симметрич­
на относительно начала координат (точки х  
и - х  одновременно принадлежат или не при­
надлежат D)  и что Д -х )  = -Д х ), т .е . точки (х, 
Д х)) и ( -х , Д -х )) симметричны относительно 
точки 0.

Функции с такой симметрией графика на­
зываются нечетными функциями.

Четность и нечетность функции может со­
храняться при арифметических операциях:

1) сумма четных (нечетных) функций бу­
дет четной (нечетной) функцией;

2) произведение двух четных или двух не­
четных функций будет четной функцией.

3. Произведение четной функции на нечет­
ную будет нечетной функцией.

П р и м е р ы
1. у  = х 4 -  2х2 + 1  — четная функция как 

сумма трех четных функций;
2. у  = х  + sin x  — нечетная функция;
о sinx ,3. у  = -----------четная функция как произве­

ден ие дв ух  нечетны х ф ун кц ий  у  = s in x  и 
1

У = —■

Четная функция

П р и м е р ы

1. у  = с (постоянная функ­
ция).

2. у = х2.
3. у = cosx.

П р и м е р ы  

1. у = X.

2. у = sinx.

У

.к;о
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Взаимно-обратные функции 
(симметрия относительно 

прямой у  = х)

Периодичность функций

П рим еры,
1 ■ у = sin*, у = cosх (Т = 2л)
2. у = tgx , у = c tg *  (Г = л).
3. у  = * - [ * ]  (Г = 1).

4. у = arcsin(sin*) (71 = 2л).

Параллельный перенос 
графика функции

г/ = /(*) -> у = f(x -  а)

y = f(x)

*о *о+а О

y -f(x -a )

3. Симметрия относительно прямой у  = х. 
Графики взаимно-обратных функций.  Пусть 
задана функция у  = f(x),  имеющая обратную. 
Н апом ним, это означает, что из равенства  
у  = f(x)  можно *  однозначно выразить через 
у: х  = g(y),  где g  будет функцией, обратной к 
функции /.

4. Периодичность функции.  Самосовмегце- 
ние при параллельном переносе. О периодиче­
ских функциях мы говорили в гл. 6 (см. за­
нятие 4) при рассмотрении тригонометриче­
ских функций. Напомним определение и ос­
новные свойства периодических ф ункций. 
Функция у  = /(* ) называется периодической, 
если сущ ествует число Т  > 0 такое, что вы­
полняется равенство f(x) = f(x  + Т), верное при 
всех *.

При этом предполагается, что при всяком 
допустимом значении * точки х ± Т  также вхо­
дят в область определения функции.

Это, в частности, означает, что если Т  — 
период функции / ,  то и числа п Т  (п — на­
туральное число) являю тся ее периодам и. 
Обычно можно выделить наименьший (поло­
ж ительны й по определению ) период ф унк­
ции, который называют главным, или основ­
ным, периодом. Периодическую функцию до­
статочно исследовать в пределах одного пери­
ода. Д алее ее свойства будут периодически  
повторяться. График периодической функции 
не меняется при параллельном переносе вдоль 
оси х: х  -> х  + Т.

Если Т  — общий период двух функций, то 
Т  остается периодом суммы, произведения и 
частного этих функций. Сумма периодичес­
ких ф ункций с разны ми периодами мож ет  
быть как периодической, так и не быть тако­
вой.

5. П араллельны й перенос графика.  Пусть 
известен график функции у  = /(* ). Н еобходи­
мо в этой ж е системе координат хО у  постро­
ить график функции у  = g(*), где g(x) = f(x  -  
-  а) + b. Сделаем параллельный перенос си­
стемы координат хОу.

Если перенести начало отсчета О в точку 
0 ’(а; Ъ), то новые координаты (*'; у') произ­
вольной точки Р  будут связаны с прежними  
ее координатами (*; у)  формулами:
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х' = х  -  а х  = х' + а

У'= У - Ъ у = у' + ъ

Чтобы не ошибиться в знаках, подставьте 
координаты точки О'. Ее прежние координа­
ты (х; у)  должны быть (о; Ь), а новые (х 1; у') = 
= (0; 0).

Подставим в запись функции g  новые пе­
ременные х' и у', т .е . заменим х  = х' + а, у  = 
= у' + Ъ. Получим у' = f(x'). Это означает, что 
график функции у  = g(x) в системе координат 
хОу  совпадает с графиком функции у' = f(x') 
в системе координат х'О'у'. Это подсказывает 
сп особ постр оен и я  граф и ка ф ун к ц и и  у  = 
= g(x) — нужно выполнить параллельный пе­
ренос системы координат и в новой системе 
построить известны й график ф ункции у  = 
= /(*)•

В частны х случаях, когда а  или b равно 
н ул ю , п р ои сход и т  п ер ем ещ ен и е граф ика  
вдоль осей координат.

6. Растяж ение графика. Пусть нам извес­
тен график функции у  = fix),  а мы хотим по­
строить график функции у  = g(x), где g(x) =

= kf[^y j ,  где k >  0, I >  0 — заданные числа.

Это преобразование связано с изменением  
масштаба, выбранного для осей координат. 
Введем новые координаты.

, Xх = — 
1

X = 1х'

п У = ky'

Как и в преды дущ ем случае, видим, что 
функция у  = g(x) при изменении переменных 
станет функцией у' = f(x'). Таким образом, для

построения графика функции у  = надо

изменить масштаб по осям х  и у  и построить 
в новой системе координат график функции  
У = fix).

В частных случаях, когда k или I равно 1, 
происходит растяжение (сжатие) вдоль одной 
из координатных осей.

Параллельный перенос 
графика функции

У = f(x) —> у  = f(x)  + Ь

Параллельный перенос 
графика функции

У = f(x)  -> у  = f (x  -  а) + Ь

Растяжение графика

• у = f(x)  —> у =

• У = f ix)  -* у = / ( 2х).
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7. Симметрия относительно координат ­
ны х осей. Переход от функции у  = Д х) к фун­
кции у  = Д -х )  соответствует симметричному 
отражению графика относительно оси орди­
нат. Заметим, что функция у  = / ( - х)  может 
иметь иную область определения, чем функ­
ция у  = Д х), если область определения функ­
ции f  не симметрична относительно начала 
координат.

Аналогично переход от функции у  = f(x) 
к функции у  = - f (x )  соответствует симметрич­
ному отраж ению  графика относительно оси 
абсцисс, потому что так симметрично распо­
ложены точки (х; у) и (х; - у ) .

П ользуясь тремя типами преобразования 
графиков — параллельным переносом, растя­
ж ением  (сж атием ) вдоль осей координат и 
осевой симметрией, можно, исходя из графи­
ка функции у  = Д х), построить график функ­
ции у  = kf(l(x -  а)) + Ъ при любых значениях 
параметров а, Ъ, k и I.

Вопросы и упражнения
■

1. Что такое четная функция?

2. При каком условии функция, заданная многочленом, является нечетной?

3. Какое требование предъявляется к области определения четной и нечетной 
функций?

4. Какая функция является периодической?

5. Приведите пример периодической функции.

6. Как будет перемещаться график функции у = Дх -  а) при изменении параметра 
а?

7. Как будет перемещаться график функции у = f(x) + Ь при изменении параме­
тра Ь?

8. Как будет перемещаться график функции у = Дх -  а) + Ь при изменении 
параметров а и Ь?

9. Как связаны между собой графики функций у = Дх), у = Д -х) и у = -Дх)?

10. Как связаны между собой области определения функций у  = Дх), у = Дх -  а), 
у  = Дх) + Ь, у = Д -х) и у  = -Дх)?

11. Как будет меняться график функции у  = f(kx) при изменении параметра ft? От­
ветьте на такой же вопрос для функции у  = ft/(x).

Симметрия относительно 
координатных осей

• симметрия относительно 
оси Ох

у = Дх) -> у  = -Д х);

• симметрия относительно 
оси Оу

у  = Дх) -> у  = Д -х).
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З а н я т и е  5

Непрерывность функции

Какие особенности функции могут 
встретиться при ее исследовании?

1. Точка р а зр ы в а  ф ункции  — это точка, 
около которой значения функции совершают 
скачок.  Точнее, точка дг0 называется точкой  
р азры ва  функции, если можно указать такое 
расстояние d,  что сколь угодно близко к х 0 
всегда найдутся точки, в которых значения  
функции расположены друг от друга на рас­
стоянии, большем, чем d.

В первом примере скачок  функции в точке 
разрыва бесконечен,  во втором — конечен.

Р(х)Рациональные функции вида у = ------ , где Р(х)
Q(x)

и Q(x) — многочлены, имеют разрывы с бес­
конечным скачком в корнях знаменателя.

2 . Н е п р е р ы в н о с т ь  ф у н к ц и и  на п р о м е­
жутке.  Функция называется непрерывной  на 
некотором промежутке, если у нее нет на этом 
промежутке точек разрыва.

Понятие непрерывности функции соответс­
твует представлению о непрерывности движ е­
ния карандаша при изображении ее графика.

Рациональная функция непрерывна на лю­
бом пром еж утке, не содерж ащ ем корней ее 
знаменателя. В частности, график функции  
f  = Р(х),  где Р(х)  — многочлен, непрерывен 
на всей числовой оси.

Функция называется гладкой,  если в каж ­
дой точке ее графика можно однозначно про­
вести касательную .

3. Угловые точки. Точки, в которых нару­
шается гладкость, распознаются на графике 
легко — это, разумеется, ее точки разрыва, 
а также угловы е точки, типичным примером 
которых является точка х  = 0 для функции  
у  = |х|.

В школьной практике угловые точки связа­
ны исключительно с вычислением модуля и 
появляются при построении графиков функций 
типа у = |/(дс)|. В угловой точке сама функция 
остается непрерывной, однако нарушается не-

П ри м еры  
Точка разрыва функции

1. Функция у  = — имеет раз­
ят

рыв в точке х = 0:

2. Функция у = sin я: =
-1  при х < 0;

= \ 0 при х = 0;
1 при х >0  

имеет разрыв в точке х = 0:

У 
1

Непрерывность функции 
на промежутке

У

Гладкая функция
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Угловые точки прерывность изменения касательной к графи­
ку. Можно сказать точнее, что в угловой точке 
угол наклона касательной имеет скачок.

4 . В ы п у к л о с т ь  ф у н к ц и и .  Н агл ядн ы м  
свойством графика ф ункции на некотором  
промеж утке является его вы п укл ост ь.  Она 
может быть направлена как вверх (например, 
у функции у  = - х 2), так и вниз (у  = х 2). Точка, 
в которой меняется характер выпуклости, на­
зывается точкой перегиба  функции. Вблизи  
нее график ф ункции перегибается. Если в 
этой точке можно провести касательную, то 
видно, что по одну сторону от точки переги­
ба график функции начинает уходить выше 
касательной (в эту сторону график стан о­
вится выпуклым вниз), а по другую сторону  
график уходит вниз (становится выпуклым  
вверх).

5. Асимптота графика функции. Асимпто­
той графика функции называется прямая, к 
которой неограниченно приближаются точки 
графика функции при их удалении от начала 
координат. Асимптоты бывают вертикальные 
и наклонные. Вертикальные асимптоты мо­
гут появиться только тогда, когда функция  
имеет бесконечный разрыв, т. е. скачок функ­
ции в точке разрыва бесконечен. Наклонные 
асимптоты могут быть только в том случае, 
если область определения функции бесконеч­
на.

Вопросы и упражнения
■

Функция у  = f{x) задана графиком а, а функция у  = g(x) — графиком б.

а б
Ответьте по графику, верны ли для этих функций следующие утверждения.

1. Функция непрерывна на всей области определения.
2. Функция имеет одну точку разрыва.
3. Функция является гладкой при х > 1.
4. Функция является гладкой на промежутке (1; +оо).
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5. Функция имеет одну точку, в которой она определена и при этом нарушается 
ее гладкость.

6. Функция имеет одну угловую точку.
7. Функция имеет ровно один нуль.
8. График функции не имеет асимптот.
9. Касательную можно провести в любой точке графика.

10. Ровно в двух точках графика касательная параллельна оси х.
11. На промежутке (0; 1) функция является выпуклой вверх.
12. При х > 1 функция является выпуклой вниз.
13. Неравенство f(x) < 0 верно на всей области определения.
14. Функция не имеет точек перегиба.
15. Функция имеет одну точку перегиба.
16. Функция не имеет наибольшего значения.
17. Функция не имеет наименьшего значения.
18. Функция имеет ровно один максимум.
19. Функция имеет ровно один минимум.
20. Существует только одно число а такое, что уравнение f(x) = а имеет ровно один 

корень.
21. Не существует таких чисел а, для которых уравнение f(x) = а имеет ровно три 

корня.
22. При каждом значении к уравнение f(x) = kx  имеет ровно два корня.
23. Существует бесконечно много значений к, при которых уравнение f(x) = kx  име­

ет ровно два корня.
24. Существует такое число а, что уравнение f(x) = ах2 имеет ровно один корень.

«Поворотным пунктом в математике была декартова переменная ве­
ли ч и н а». Эти слова немецкого философа Ф.Энгельса кратко отражают 
важнейшее изменение в развитии математики, произошедшее в XVII в., 
и называют первого ученого, с именем которого это изменение связано.

Великий французский философ Рене Декарт в центр своей философ­
ской системы поставил понятие движения. В математике он рассматри­
вает линии, которые «описаны непрерывным движ ением или ж е не­
сколькими такими последовательными движ ениям и, из которых по­
следую щ ие вполне определяю тся им предш ествую щ ими —- ибо этим  
путем всегда можно точно узнать им меру». Декарт осуществил давно 
назревшее в математике слияние алгебры с геометрией, соединив опе­
рации над постоянными числами и построения геометрических линий  
в одну науку, центром которой стало представление геометрического 
объекта уравнением, связывающим различные переменные величины.

В словах Декарта о необходимости рассматривать одни переменные 
величины как вполне определяемые им предшествующими уж е зало­
ж ена центральная идея функциональной зависимости. Однако понятию

Развитие понятия функции
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Рене Декарт 
(1596 — 1650)

Французский философ и математик, физик и 
физиолог; автор работы «Рассуждение о методе» 
(1637 г.). В геометрическом приложении к этой 
работе он обосновывает геометрический метод ре­
шения уравнений с помощью системы координат, 
которая с тех пор носит его имя. Заложил основы 
современного научного мышления.

функции предстоял еще долгий путь развития, 
пока он не привел к тому, которым пользуются 
сейчас в математике и ее приложениях.

В 1718 г. блестящий ученик Г. Лейбница Ио­
ганн Бернулли дал следующее определение: «Функцией переменной ве­
личины называют количество, образованное каким  угодно способом  из 
этой переменной величины и постоянных». Весь XVIII в. проходил в 
я вн ом  и н ея в н о м  сп о р е в ы д а ю щ и х ся  м а т ем а т и к о в  (Д . Э й л ер а , 
Ж . Д ’Аламбера, Ж . Фурье и др.) о том, что следует понимать под функ­
цией. Этот спор не был схоластическим. Он возник из различных ре­
шений важной практической задачи о форме колебаний струны и в кон­
це концов значительно расширил понятие функции, привел к открытию  
новых важных способов ее задания (например, в виде наложения бес­
конечного количества колебаний).

В 1855 г. великий русский математик Н. И. Лобачевский дал вполне 
современное определение функции, которое в формулировке немецкого 
математика Л. Дирихле звучит так: «Переменная у  есть функция перемен­
ной х,  если каждому значению х  соответствует совершенно определенное 
значение у,  причем безразлично, каким образом установлено это соответ­
ствие — аналитической формулой, графиком, таблицей либо даж е просто 
словами». В данном курсе мы фактически следуем этому определению.

Дальнейшее развитие математики показало, что нельзя ограничить­
ся лишь какими-то «просто» описываемыми способами задания функ­
ций, гораздо полезнее допустить любой мыслимый способ соответствия 
м еж ду переменными. Это привело в начале X X  в. к отчетливым фор­
мулировкам понятия функции как отображ ения, которое позволяет  
каж дому элементу данного числового множества однозначно поставить 
в соответствие другое число.

Такое понимание функции, распространенное к тому ж е не только 
на числа, но и на множества произвольных объектов, сильно обогатило 
возможности математики.

Развитие вычислительной техники и ее математического обеспече­
ния привело к изменению взгляда на функцию в другом направлении. 
Машина может иметь дело с функцией лишь тогда, когда способ вы­
числения ее значений задан точным предписанием, алгоритмом. Нако­
нец, источником развития понятия функции явилась (и продолжает  
оставаться до сих пор) физика, которая потребовала от математиков су­
щественного обобщения понятия функции.
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с: ^  Многогранники и круглые тела

З а н я т и е  1 

Словарь геометрии

Какие геометрические понятия 
нам знакомы?

1. П рост ранст во .  Человек представляет 
себя и все, что его окружает, помещенным в 
пространство.  Это пространство наполнено 
т елами.  Для описания расположения и вза­
имодействия тел в пространстве математика 
создала упрощ енную модель — геометриче­
ское пространство, придумала способы, как 
размещ ать в этом пространстве различны е 
тела (фигуры), как их передвигать и совер­
шать с ними другие преобразования.

У нас имеются интуитивные представле­
ния о разм ерност и  — числе измерений, на­
правлений, необходимы х для описания гео­
метрических объектов. Прямая считается од­
номерной, обладающей единственным «изме­
р ен и ем » , которое м ож н о назвать дл и н ой . 
Плоскость двум ерна.  Фигуры, составляющие 
части плоскости, можно измерять в двух на­
правлениях, которые условно можно назвать 
дл и н ой  и ш и р иной . Г еом етрич еск ое п р о ­
странство считается трехмерным  (длина, ш и­
рина, высота).

Размерность часто приписывают не только 
прямой, плоскости, пространству, но и нахо­
дящимся в них фигурам. Естественно считать 
линию (окружность, параболу, спираль, ло­
маную и т. п.) одномерной; плоскую или кри­
вую поверхность (многоугольник, сферу как

Шар

Цилиндр

143



Конус

Куб

Тетраэдр

поверхность шара, поверхность куба и т .п .)  
двумерной, а сам куб или шар трехмерными.

2. П рост ранст венны е тела.  Термин «фи­
гура*> имеет общ ий характер и мож ет отно­
ситься к самым разным объектам, располо­
женным как на плоскости, так и в простран­
стве. Трехмерные фигуры часто называют те­
л ам и.  При этом тело считается ограничен­
ным, расположенным в ограниченной, конеч­
ной части пространства.

Читателю уж е хорошо знакомы такие тела, 
как шар, куб, параллелепипед , призм а, пи­
рам ида , конус, цилиндр.

У всех  тел есть г р а н и ц а  и внутрен няя  
часть. Граница куба, параллелепипеда, при­
змы, пирамиды состоит из многоугольников. 
Вообще фигура, ограниченная многоугольни­
ками, называется многогранником.  Куб, па­
раллелепипед, призма, тетраэдр, пирамида — 
это частные виды многогранников.

М ногоугольники, составляющ ие границу 
многогранника, называются его гранями. Смеж­
ные (соседние) грани соприкасаются по ребрам, 
а ребра сходятся в вершинах. Разумеется, эта 
терминология хорошо знакома читателю.

Ш ар, цилиндр и конус являются круглы­
ми телами. И х граница не состоит из плоских 
областей. Она может быть описана с помощью 
вращения.  Если вращать какую-либо кривую  
в плоскости вокруг оси, леж ащ ей в той ж е  
плоскости, то получается поверхность враще­
ния. Поверхности шара, цилиндра и конуса 
образуются при вращении простейш их кри­
вых — окружности и прямой. Нетрудно себе 
представить, что сфера (поверхность шара) 
получается при вращ ении полуокруж ности  
вокруг ее диаметра, боковая поверхность ци­
линдра — при вращении отрезка вокруг па­
раллельной ей оси, а боковая поверхность ко­
нуса — при вращ ении отрезка вокруг оси, 
проходящ ей через одну его вершину.

Таким образом, шар, цилиндр и конус при­
надлежат к другому, нежели многогранники, 
обширному классу фигур — фигур  (или тел) 
вращения.

Приведем примеры окружающ их нас тел, 
которые в первом приближении можно счи­
тать фигурами вращения:
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• купола православных церквей;
• накачанная автомобильная камера («ба­

ранка»), имеющая форму фигуры вращения, 
близкую  к той, которая получается при вра­
щ ении круга вокруг неп ересек аю щ ей  его  
оси. В математике такую фигуру называют 
т ором ;

• многие предметы домашней утвари (гор­
ш ки, миски и т. п .), часто изготовляемы е с 
помощью гончарного круга;

• природные явления — водовороты, смер­
чи и т. п.

Важным свойством многих фигур и тел яв­
ляется и х  вы п укл о ст ь.  Ф игура называется  
вы пуклой , если  лю бы е две точки фигуры  
можно соединить отрезком, целиком прина­
длежащ им этой фигуре. Понятие выпуклости 
относится как к двумерным, так и трехмер­
ным фигурам.

Тор

Вопросы и упражнения
■

1. Приведите примеры одномерных, двумерных и трехмерных фигур.
2. Какие виды многогранников вам известны?
3. Как получить тело вращения?
4. Какая фигура называется выпуклой?

З а н я т и е  2

Параллелепипеды и призмы

Как можно уточнить знакомые 
понятия параллелепипеда и призмы?

1. Определения. П ризм а  — это многогран­
ник, у  которого выделены две грани (основа­
ния призмы), лежащ ие в параллельных плос­
костях, являющиеся равными и параллельно 
расположенными многоугольниками (т. е. одно 
основание призмы получается параллельным 
переносом другого).

Боковые ребра призмы соединяют соответ­
ствующие вершины оснований. Они равны и 
параллельны друг другу.

Призма
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Покровская церковь в Кижах

Здание 
Министерства обороны США

Параллелепипед

Боковые грани призмы представляют собой 
параллелограммы.

Призма называется прямой, если ее боко­
вые ребра перпендикулярны основаниям (бо­
ковые грани при этом также перпендикуляр­
ны плоскостям оснований.)

Прямая призма называется правильной ,  
если ее основаниями являются правильные 
многоугольники.

Четырехугольная призма, в основании ко­
торой лежит параллелограмм, называется па­
раллелепипедом.

2. Примеры.  Почти каждое архитектурное 
сооружение имеет в своей структуре коробки 
в виде призм:

• Покровская церковь в К иж ах представ­
ляет собой восьмерик — правильную восьми­
угольную призму;

• в основе Пентагона — здания Министер­
ства обороны США — леж ит пятиугольная  
призма.

3. Свойство диагоналей параллелепипеда.
Теорема о диагоналях параллелепипеда.

Четыре диагонали параллелепипеда пересе­
каются в одной точке и делятся в этой точке 
пополам.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В п а р а л л ел еп и п ед е  
ABCDA'B'C'D' диагоналями являются отрез­
ки AC', А'С, BD' и B'D. Возьмем любую пару 
из них, например, АС' и А'С. И х можно рас­
сматривать как диагонали четырехугольника 
АА'С'С. Этот четырехугольник является па­
раллелограммом (так как две его противопо­
лож ны е стороны АА ' и СС' равны и парал­
лельны), а в параллелограмме диагонали пе­
ресекаются в точке, являющейся их середи­
ной.

Пусть точка О является, например, сере­
диной диагонали АС'. Мы доказали, что эта 
ж е точка — середина диагонали СС'. Вместо 
диагонали СС' можно взять любую другую из 
оставш ихся диагоналей (B D ' и B'D) и точно 
так ж е получить, что точка О — их середина, 
т .е . середины всех диагоналей совпадают.

Точка О является центром симметрии па­
раллелепипеда.

4. Построение сечений. В качестве приме­
ра проведем сечение в правильной ш ести-
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угольной призме, проходящ ее через одну из 
сторон основания и точку на боковом ребре.

Реш ение.  Рассмотрим диагональное сече­
ние призмы CC'F'F. Оно параллельно ребру 
А В ,  так как А В  || FC. Следовательно, искомое 
сечение пересечет диагональное по отрезку, 
параллельному FC. Проведем в диагональном  
сечении через точку К  отрезок K L,  параллель­
ный CF. Мы получили еще одну точку сече­
ния — точку L. Чтобы продолжить построе­
ние сечения, рассмотрим в призме осевое се­
чение через середины G и Н  сторон А В  и DE  
соответственно перпендикулярно плоскости  
основания. Это сечение проходит через ось 
призмы и, следовательно, через точку М  — 
середину отрезка K L .  Искомое сечение содер­
жит точки G и М  и, значит, отрезок GM .  Про­
должив отрезок G M  в плоскости осевого сече­
ния, получим точку N ,  леж ащ ую  либо в гра­
ни D D 'E 'E ,  либо в пл оск ости  осн ован и я . 
В любом из этих случаев плоскость сечения  
пересечет соответствующую грань по прямой, 
параллельной А В  (так как А В  параллельна 
как одной, так и другой грани). Теперь оста­
лось провести через точку N  отрезок, парал­
лельный А В  (или, что то ж е самое, параллель­
ный D'E'), и получить две недостающие точки 
сечения.

Построение сечений

Дано: ABCDEFA'B'C'D'E'F' — 
правильная призма.

Построить  сечение, прохо­
дящее через ребро А В  и точку 
К,  лежащую на ребре СС'.

Полученное сечение 
ALQPKB

Вопросы и упражнения
■

1. Нарисуйте:
1) различные по форме сечения треугольной призмы;
2) различные по форме сечения параллелепипеда;
3) многогранник, получающийся при пересечении двух правильных треуголь­

ных пирамид, расположенных симметрично друг другу относительно сере­
дины высоты пирамиды. Докажите, что он является параллелепипедом;

4) сечение прямоугольного параллелепипеда с разными ребрами, которое име­
ло бы форму квадрата.

2. Для параллелепипеда, все грани которого являются одинаковыми ромбами:
1) докажите, что одно из диагональных сечений перпендикулярно плоскости 

основания, а другое является прямоугольником;
2) нарисуйте проекцию верхнего основания на нижнее;
3) докажите, что можно так соединить одну из вершин параллелепипеда с тре­

мя ближайшими вершинами, что получится правильный тетраэдр (пусть 
острый угол ромба равен 60°). Выразите высоту параллелепипеда через его 
сторону.
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3. Вычислите для правильной треугольной призмы:
1) площадь сечения, проходящего через сторону нижнего основания и противо­

лежащую вершину верхнего основания (сторона основания равна 2, боковое 
ребро — 1);

2) расстояние между серединами непараллельных сторон оснований (сторона 
основания равна 6, боковая сторона — 4).

4. Найдите диагональ прямоугольного параллелепипеда, диагонали трех граней 
которого равны k, I и т.

Занят ие  3 
Пирамиды

Пирамида

S

Что нужно знать о пирамидах?

Гробницы фараонов 
(Египет)

1. О пределения. П и р а м и д а  — это много­
гранник, одна из граней которого (основа­
ние) произвольный многоугольник A B C D E ,  
а остальные грани — треугольники с общ ей  
верш иной S.  При этом, разум еется, предпо­
лагается, что верш ина пирамиды и ее осно­
вание не леж ат в одной плоскости. Вершина 
пирамиды соединена ребрами с вершинами  
о сн о в а н и я . Б оковы е грани  п и р ам и ды  — 
треугольники.

Пирамида называется правильной,  если в 
ее основании лежит правильный многоуголь­
ник, а вершина проектируется в его центр. 
Ребра правильной пирамиды равны меж ду со­
бой и образуют равные углы с плоскостью ос­
нования. Точно так ж е боковые грани пра­
вильной пирамиды образуют равные углы с 
плоскостью основания.

Если от пирамиды отсечь ее часть, содер­
жащ ую вершину пирамиды, плоскостью, па­
раллельной основанию, то останется так на­
зываемая усеченная пирамида.

2. П р и м е р ы .  В ар хи тек тур е пирам иды  
обычно завершают постройки, в основании  
которых леж ит призма, однако известны и 
чисто пирамидальные конструкции:

• в Египте, в районе Гизы находится одно 
из чудес света — гробницы фараонов, постро­
енные 2500 лет до н. э. в форме четырехуголь­
ных пирамид;
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• в П ариж е при реконструкции входа в 
музей-дворец Лувр использованы стеклянные 
тетраэдры (пирамиды Лувра);

• шатры некоторых церковных построек  
выполнены в форме пирамид.

3. Теорема о пирамиде с равны м и боковы­
ми ребрами.

Теорема. Проекция вершины пирамиды с 
равными боковыми ребрами на основание рав­
ноудалена от вершин основания.

Д оказат ельст во .  Пусть точка О является 
п р оек ц и ей  верш ины  S  пирам иды  на п л о­
скость основания. Д ля лю бой верш ины А  
основания отрезок ОА  является проекцией  
ребра S A .  И з равенства ребер следует равен­
ство и х проекций. Следовательно, точка О 
равноудалена от всех вершин основания, что 
и требовалось доказать.

Мы доказали, что у  пирамиды с равными 
ребрами основанием является такой многоу­
гольник, для которого найдется точка, равно­
удаленная от всех его вершин. Это означает, 
что около этого многоугольника можно опи­
сать окружность, а вершина пирамиды про­
ектируется в центр этой окружности.

4. Пример построения сечения пирамиды. 
В правильной четырехугольной пирамиде че­
рез середины двух смежных сторон основания 
провести сечение перпендикулярно противо­
леж ащ ему боковому ребру.

Решение. Дана пирамида SAB C D ,  в осно­
вании которой леж ит квадрат A B C D  с цент­
ром О, причем SO  — перпендикуляр к плос­
кости основания. Пусть К  и L  — середины  
сторон А В  и A D  соответственно. Н уж но про­
вести сечение через К  и L перпендикулярно 
ребру SC.

Рассмотрим диагональное сечение A S C  и 
леж ащ ую  в нем точку М  — середину отрезка 
K L .  Опустим в этом сечении из точки М  пер­
пендикуляр на прямую SC.  Рассмотрим слу­
чай, когда он пересекает сам отрезок SC  (а не 
его продолж ение). Пусть N  — построенная  
точка пересечения. Плоскость, проходящ ая  
через K L  и M N ,  — искомая. Она перпенди­
кулярна ребру SC,  так как SC  1  M N  по по­
строению и SC  -L K L  по теореме о трех пер­
пендикулярах.

Теорема о пирамиде 
с равными боковыми гранями

Усеченная пирамида

Построение сечений

Дано: SABCD  — правильная 
пирамида.

Построить  сечение, прохо­
дящ ее через середины  двух  
смежных сторон основания пер­
пендикулярно противолежаще­
му боковому ребру.

S
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Решение: A K  = КВ; AL = LQ.

• A SC  — диагональное сече­
ние;

• M N  -L SC — по построению;

• SC ± K M  — по теории о трех 
перпендикулярах;

• SBD  — диагональное сече­
ние;

• QP  || BD.

Полученное сечение 
LQNPK

Осталось найти точки пересечения с ребра­
ми S B  и SD .  Для этого возьмем точку Е  — 
точку пересечения M N  с осью пирамиды — 
и проведем через нее в диагональном сечении 
S B D  прямую, параллельную BD.  Это и есть 
линия, по которой искомое сечение пересека­
ет SBD ,  так как сечение проходит через отре­
зок K L ,  который параллелен B D  и, значит, 
параллелен плоскости SBD .

Пусть теперь M N  пересекает продолжение 
SC  (проделайте необходим ы е построения). 
Тогда M N  пересечет ребро A S  в некоторой  
точке Р.  Соединим точку Р  с точками К  и L,  
получим иском ое сечение. Д оказательство  
того, что оно перпендикулярно ребру SC,  по­
вторяется без изменений.

Вопросы и упражнения
■

1. Нарисуйте:
1) различные по форме сечения треугольной пирамиды;
2) различные по форме сечения четырехугольной пирамиды;
3) осевые сечения древней египетской пирамиды (они были ступенчатыми — 

представляли собой поставленные друг на друга усеченные четырехугольные 
пирамиды), а также ее проекцию на плоскость основания.

2. Докажите следующие утверждения:
1) в правильной треугольной пирамиде противоположные ребра взаимно­

перпендикулярны ;
2) каждое из боковых ребер правильной шестиугольной пирамиды, у которой 

высота равна стороне основания, перпендикулярно двум сторонам основания 
и одному из боковых ребер;

3) одна из боковых граней треугольной пирамиды с равными боковыми реб­
рами и прямоугольным треугольником в основании перпендикулярна осно­
ванию.

3. В правильной пирамиде ABCD все ребра равны а. Вычислите:
1) высоту пирамиды;
2) площадь сечения, проходящего через высоту пирамиды и боковое ребро;
3) косинус угла наклона боковой грани к основанию.

4. Высота правильной усеченной четырехугольной пирамиды равна 7 см, стороны
оснований 10 см и 2 см. Найдите:
1) длину бокового ребра;
2) площадь сечения, проходящего через середину высоты параллельно основа­

нию;
3) высоту полной пирамиды, из которой получилась данная усеченная пира­

мида.
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З а н я т и е  4 

Круглые тела

Какие круглые тела 
нам хорошо знакомы?

1. Ш ар  — это множество точек пространс­
тва, расстояние которы х до данной точки  
(центра  шара) не превосходит данного числа 
(ради уса  шара).

Границу ш ара называют сферой.  Точки  
сферы удалены от центра на одно и то ж е рас­
стояние, равное радиусу.

Сечения шара плоскостями — круги. Се­
чения шара плоскостями, проходящими через 
его центр, — круги, радиусы которых совпа­
дают с радиусом шара.

Чем дальше отходит плоскость сечения от 
центра шара, тем меньше становится радиус 
окружности в сечении.

Если R  — радиус шара; h — расстояние 
плоскости сечения от центра шара; г  — ради­
ус сечения, то

R 2 = h2 + г2 и г  = \Ir 2 - h 2.

При h = 0 сечение проходит через центр  
шара, г  = R; при h, = R  к  г  = 0  — случай каса­
ния — плоскость с шаром имеет одну общую  
точку, и сечение вырождается в точку.

К а с а т е л ь н а я  п л о с к о ст ь  — плоскость, 
имеющая с шаром одну общую точку.

Радиус шара, проведенный в точку каса­
ния, перпендикулярен касательной плоско­
сти.

2. Ц илиндр. Прямой круговой цилиндр  — 
тело, получаемое вращением прямоугольника 
вокруг одной из его сторон.

Сторона прямоугольника, вокруг которой 
производилось вращение, называется осью ци­
линдра.

Стороны прямоугольника, примыкающие 
к оси, описывают при вращении два равных 
круга — основания  цилиндра.

Радиус любого из этих кругов называется 
радиусом цилиндра. Он равен стороне враща­
ющегося прямоугольника, перпендикулярной 
оси вращения.

Сечения шара

Сечения цилиндра
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Конус
В

Сечения конуса

Расстояние м еж ду основаниями цилинд­
ра называется его высот ой.  Ясно, что высо­
та равна длине той стороны прямоугольни­
ка, которая выбрана в качестве оси вращ е­
ния.

Отрезок, параллельный оси цилиндра и со­
единяющ ий граничные точки его оснований, 
называется образующей  цилиндра.

Сторона прямоугольника, параллельная  
оси, описывает боковую поверхность  цилин­
дра.

Б оковую  поверхность ци линдра м ож но  
развернуть на плоскость. Эта развертка бу­
дет представлять собой прямоугольник, одна 
из сторон которого равна высоте цилиндра, 
а другая — длине окруж ности радиуса, рав­
ного радиусу цилиндра.

Сечения цилиндра плоскостям и, парал­
лельными основаниям, — круги, равные осно­
ваниям.

Другие сечения имеют форму эллипса или 
его частей, если плоскость сечения наклонена 
к основаниям.

Если плоскость сечения перпендикулярна  
основаниям, то в сечении получается прямо­
угольник.

Сечение, проходящ ее через ось цилиндра, 
называется осевым сечением.

3. Конус. П рямой круговой конус  — тело, 
получаемое вращением прямоугольного тре­
угольника вокруг одного из его катетов.

Пусть прямой круговой конус получен вра­
щением треугольника A B C  вокруг его катета 
ВС  (С — вершина прямого угла).

Прямая ВС  называется осью конуса; круг, 
получаемый вращением катета А С ,  — осно­
ванием  конуса; точка В  — вершиной  конуса; 
любой отрезок, соединяющий вершину кону­
са с граничной точкой основания, — образу­
ющей конуса.

Высота конуса — это тот катет, вокруг ко­
торого производилось вращение прямоуголь­
ного треугольника, порождающего конус. Его 
длина равна расстоянию от вершины конуса 
до его основания.

В сечениях конуса плоскостям и, парал­
лельными основанию образуются круги.
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Сечение конуса, проходящее через его ось, 
называется осевым сечением. Осевое сечение 
перпендикулярно основанию, так как прохо­
дит через ось, которая перпендикулярна осно­
ванию.

Другие сечения конусов представляют со­
бой плоские фигуры, границы которых яв­
ляю тся замечательны ми кривыми (или их  
частями).

Сечения конусов могут быть эллипсами, 
параболами, гиперболами.

Как и в случае пирамиды, плоскость сече­
ния, параллельного основанию, разбивает ко­
нус на две части — верхнюю, являющ уюся  
конусом, подобным исходном у, и нижню ю , 
называемую усеченным конусом.

Вопросы и упражнения
■

1. Нарисуйте:
1) сечения шара, проходящие через две заданные точки на его поверхности 

и имеющие самую маленькую и самую большую площадь;
2) два сечения шара, симметричные относительно его центра;
3) геометрическое место точек, удаленных от данного отрезка на расстояние R;
4) развертку усеченного конуса;
5) фигуру, которая получается при вращении прямоугольного треугольника во­

круг его гипотенузы;
6) фигуру, которая образуется при вращении прямоугольного треугольника во­

круг оси, параллельной одному из катетов;
7) фигуру, которая получается при вращении треугольника вокруг оси, прохо­

дящей через его вершину.

2. Вычислите:
1) радиус круга в сечении шара радиуса 5 см плоскостью, отстоящей на 3 см от 

его центра;
2) радиус окружности, получающейся при пересечении двух сфер радиуса 10 см, 

расположенных так, что расстояние между их центрами равно 12 см;
3) радиус шара, который положен в круглое отверстие радиуса 4 см и углублен 

в него на 2 см;
4) сторону куба, вписанного в шар радиуса R;
5) высоту цилиндра, в который вписан шар (касающийся обоих оснований ци­

линдра) радиуса R;
6) при каком отношении высоты цилиндра к его радиусу разверткой боковой 

поверхности цилиндра будет квадрат;
7) высоту конуса и его образующую, если она составляет с основанием угол 60°. 

Радиус основания конуса равен R;
8) высоту конуса и его образующую, если угол при вершине осевого сечения 

конуса прямой, а радиус основания конуса равен R.
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Занят ие  5 
Правильные многогранники

Древнегреческим философом 
П латоном так описаны  пра­
вильные многогранники: «Зем­
ле мы, конечно, припишем вид 
куба: ведь из всех четырех сущ­
ностей наиболее неподвижна и 
пригодна к образованию тел 
именно Земля, а потому ей не­
обходимо иметь самые устойчи­
вые основания... Из всех тел на­
иболее подвижно по природе 
своей то, у которого наимень­
шее число оснований, ибо оно 
со всех сторон имеет режущие 
грани и колющие углы... Пусть 
ж е образ пирамиды, рож ден­
ный объемным, и будет перво­
началом и семенем огня...»

Какие многогранники стали 
символом красоты и совершенства?

П р а в и л ь н ы й  м н о г о г р а н н и к  — это вы­
пуклый многогранник, у  которого все гра­
ни — одинаковые правильные многоуголь­
ники и в каж дой вершине сходится одно 
и то ж е число ребер.

Приведем таблицу, описывающ ую коли­
чественные характеристики правильных мно­
гогранников.

В таблице:
v — число верш ин многогранника; е — 

число ребер; f  — число граней.

М ного­
гранник

Тетраэдр

Куб (гек­
саэдр)

Октаэдр

вершин v

Число

ребер
е

4, в которых 
сходятся по 

3 треугольника

8 , в которых 
сходятся по 
3 квадрата

6 , в которых 
сходятся по 

4 треугольника

граней f

4 треуголь­
ника

6  квадратов

8  треуголь­
ников

Число пово­
ротов, сов­
мещ ающ их  
тело с собой

12

Рисунок
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Окончание таблицы

Много­
гранник

Число Число пово­
ротов, сов­
мещающих 
тело с собой

Рисунок
вершин v ребер

е граней f

Икосаэдр 1 2 , в которых 
сходятся по 

5 треугольников

30 2 0  тре­
угольников

60

/  \  /  'х

Доде­
каэдр

2 0 , в которых 
сходятся по 

3 пятиугольника

30 1 2  пяти­
угольников

60

\  у

Легко заметить, что во всех случаях вы­
полняется соотношение: v + f  = е + 2, т. е. что 
сумма числа вершин и числа граней на 2 боль­
ше числа ребер.

Это наблюдение верно для любого выпук­
лого многогранника и составляет содержание 
знам енитой теоремы , доказанной впервые 
Леонардом Эйлером.

Теорема Эйлера. Пусть f  обозначает число 
граней, е — число ребер, и — число вершин 
выпуклого многогранника. Тогда f  + v = е + 2.

Полное доказательство теоремы Эйлера до­
вольно трудоемко. Проверить ж е эту теорему 
для частных случаев многогранников доста­
точно просто.

Если соединим центры граней правильного 
многогранника, то получим снова правиль­
ный многогранник, называемый двойствен­
ным исходному. Двойственными оказывают­
ся куб и октаэдр, икосаэдр и додекаэдр. Тет­
раэдр ж е двойствен сам себе. Кроме того, 
шесть диагоналей боковых граней куба обра­
зуют тетраэдр, а среди 20 вершин додекаэдра 
можно выбирать восьмерки, которые образу-

Л. Эйлер 
(1707—1783)

Великий математик, физик 
и астроном. По происхождению  
швейцарец; работал в России и 
Германии; автор более 800 ра­
бот по математическому анали­
зу, теории чисел, дифференци- 
ональной геометрии, математи­
ческой физике (он написал пер-
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вый в мире учебник по теорети­
ческой механике, курс матема­
тической навигации, трилогию 
об основах дифференциального 
и интегрального исчисления  
и др.).

Теорема Эйлера

Платоновы тела

Пять 
правильных 

многогранников 
(см. таблицу)

Доказательство утверждения 
о существовании лишь пяти 

типов правильных 
многогранников

fn = 2е 
пот = 2е!=>!> + /  == е + 2  <=>

2 е 2 еO’ h —  = е + 2  о
от п

2е 2 ео  h — > е о
от га

1 1 1о — + —> - .  
от га 2

У полученного неравенства 
только пять решений, которые 
соответствуют известным пяти 
типам правильных многогран­
ников — правильный тетраэдр, 
куб, октаэдр, додекаэдр и ико­
саэдр.

ют кубы. Существует много других построе­
ний, связывающих меж ду собой все пять пра­
вильных многогранников, называемых П л а ­
т о н о в ы м и  т е л а м и .

Почему существует лишь 
пять правильных многогранников?

Приведем доказательство утверж дения о 
том, что сущ ествует лиш ь пять типов пра­
вильных многогранников.

П усть в к а ж до й  верш ине правильного  
многогранника сходятся т  ребер и каж дая  
грань — многоугольник с п ребрами. Пусть 
у многогранника всего v  верш ин, е ребер и 
f  граней. П одсчитаем  разны м и способам и  
число ребер. Всего есть f  граней, в каж дой — 
га ребер, итого fn  ребер, но каж дое сосчитано 
два раза, так как оно принадлежит двум гра­
ням. Итак, fn  = 2е.

С другой стороны, есть всего v вершин, в 
каж дой сходится гаг ребер, но снова каж дое  
ребро засчитано дважды, так как оно соеди­
няет две вершины. Итак, о гаг = 2е.

Подставим в соотнош ение Эйлера f  + v = 
е + + 2 вместо f  и и их выражения через гаг, га 
и е:

2е 2е—  + —  = е + 2. 
гаг га

2е
Н ам достаточ н о д а ж е неравенства — +

т
2е „ 1 1 1ч > е. Сократив его на 2е, получим ---- h — > —
га гаг га 2

(гаг, га > 3). Числа гаг и га не могут быть больше
1 1 1  ,трех, так как уж е — + — = и при гаг, га > 4

1 1 1  тп о л у ч и м : ---- 1— < —. Е сть  в о зм о ж н о с т и
гаг га 2

m i = п \ = 3; гаг2 = 3 , га2 = 4; гаг3 = 4 , га3 = 3; 
гаг4 = 5, га4 = 3; гаг5 = 3, га5 = 5. Если ж е одно из 
чисел равно трем, а другое больше или равно 
шести, то

1_ 1_ 1 1 1
гаг га 3 6 2
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Вопросы и упражнения
■

1. Нарисуйте развертки правильного тетраэдра, куба и октаэдра.
2. Вычислите радиусы шаров, описанных вокруг правильного тетраэдра, куба и 

октаэдра, зная ребро правильного многогранника.
3. Сколько осей симметрии есть у куба, у правильного тетраэдра?
4. Как связаны между собой куб и октаэдр?
5. В чем состоит теорема Эйлера для многогранников?

Почти две с половиной тысячи лет назад, а точнее, в 50 — 60-х годах  
III в. до н .э . великий греческий философ Платон в диалоге «Тимей» 
описал систематическое построение космоса и представил все реально 
существующее как совокупное взаимодействие космических идей и ма­
терии.

Четырем главным земным сущностям — земле, огню, воде и возду­
ху — Платон сопоставляет прекрасные геометрические тела, построе­
ния которых он подробно описывает. Приведем несколько цитат из «Ти- 
мея».

«Когда ж е четыре равносторонних треугольника окажутся соединен­
ными в три двугранных угла, они образуют один объемный угол... За­
вершив построение четырех таких углов, мы получаем первый объем­
ный вид, имеющ ий свойство делить всю описанную около него сферу  
на равные и подобные части.

Второй вид строится из исходных треугольников, соединивш ихся по 
восемь в равносторонний треугольник и образующ их каждый раз из че­
тырех плоских углов по одному объемному; когда таких объемных углов 
шесть, второе тело получает завершенность.

Третий вид образуется из двенадцати объемных углов, каж ды й из 
которых охвачен пятью равносторонними треугольниками, так что все 
тело имеет двадцать граней...»

Далее столь ж е образно Платон связывает воздух с октаэдром, а воду — 
с икосаэдром. Что ж е касается пятого правильного многогранника — 
додекаэдра, то Платон пишет, что у него «в запасе оставалось ещ е пя­
тое многогранное построение: его Бог определил для Вселенной и при­
бегнул к нему, когда разрисовывал ее и украш ал».

Пять правильных многогранников — куб, тетраэдр, октаэдр, икоса­
эдр и додекаэдр — остаются символом глубины и стройности геометрии, 
образцом красоты и совершенства.

Если в определении правильного многогранника не требовать, чтобы 
все грани были одинаковыми правильными многоугольниками (но со­
хранить требование, чтобы грани в каждой вершине сходились одина­
ковым образом), то, кроме пяти Платоновых тел, можно построить еще

Платоновы тела
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Архимедовы тела

13 таких многогранников и две бесконечные их серии (призмы и анти­
призмы, в основаниях которых находятся правильные га-угольники). 
Мы воспроизводим все эти многогранники с указанием того, какие пра­
вильные л-угольники сходятся в каждой вершине. Сложные названия 
этих многогранников не приводим. Вместе их часто называют архиме­
довыми телами. Обратите внимание, что среди них есть «усеченные» 
Платоновы тела. Найдите их на рисунке.

Платоновы и архимедовы тела имеют богатую симметрию. В приро­
де похож ую  симметрию имеют различные кристаллы. Атомы кристал­
ла расположены в пространстве очень симметрично, т .е . их взаимное 
расположение в пространстве может неограниченно повторяться. Наука 
о кристаллах — кристаллография — поставила перед математиками  
вопрос о том, какие вообще возможны типы симметрий кристаллов. Эта 
задача была успеш но решена к середине X X  в. Большую роль при этом 
сыграл русский кристаллограф и математик Евграф Степанович Ф едо­
ров. Оказалось, что сущ ествует ровно 230 типов симметрий, которые 
могут быть симметриями различных кристаллов. Это позволило соста­
вить полный список всех возможных типов кристаллов и реализовать 
на практике их создание.



<Cd
<
F 9 Начала математического анализа

З а н я т и е  1

Процесс и его моделирование

Что изучает математический анализ?

В основе математического анализа леж ит  
идея движения, изменения процесса. Он пред­
лагает набор некоторых стандартных матема­
тических моделей, с помощью которых м ож ­
но описать различные процессы, разнообраз­
ные связи меж ду меняющимися величинами, 
переменными.

1. Д искрет н ая  модель  — последоват ель­
ность.

Стандартный пример — банковский вклад. 
При начальном вкладе А 0, годовом проценте 
роста вклада р  и при условии капитализации  
вклада (в конце годового срока накопленный 
процент добавляется к вкладу и последующее 
начисление производится с увеличенной сум­
мы) изменения вклада происходят один раз в 
год. Моделью этого процесса является чис­
ловая последовательность А 0, А 1( А 2, ..., где 
А п — сумма вклада через п лет (п — натураль­

ное число). Ясно, что А .., = А„ 1 + —̂ — , так
^ +1 Ч  1 0 0 /

как при переходе от га-го года к (га + 1)-му на­
копленный за га лет вклад А„ умножается на
число 1 + —̂ - .

100
В этой модели время меняется скачками, 

т .е . дискретно; нас интересует только число 
полностью прош едших лет, которое является 
натуральным числом.

Основоположники 
математического анализа

Исаак Ньютон 
(1643 — 1727)

Великий английский мате­
матик, м еханик, астроном и 
физик; автор ф ундам енталь­
ного труда «М атематические 
начала натуральной ф илосо­
фии» (1687 г.). Одновременно 
с Г. Лейбницем создал основы 
математического анализа, ис­
ходя из задач механики и фи­
зики. Закон всемирного тяго­
тения, открытый Ньютоном, 
позволил построить теорию  
движения небесных тел.
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Галилео Галилей 
( 1 5 6 4  —  1 6 4 2 )

Великий итальянский астро­
ном, физик и математик, один 
из основателей современного ес­
тествознания. Создатель науки 
о движении — кинематики.

Готфрид Вильгельм Лейбниц 
( 1 6 4 6 — 1 7 1 6 )

Великий немецкий философ, 
физик и математик. Одновре­
менно с Ньютоном создал диф­
ференциальное и интегральное 
исчисления, исходя из геомет­
рических задач. Лейбницу при­
надлежит большинство обозна­
чений и терминов математиче­
ского анализа, используемых в 
настоящее время.

2. Непрерывная модель — функция, задан­
ная формулой.

Стандартный пример — закон движ ения  
материальной точки под действием силы тя­
ж ести. По этому закону положение г точки, 
движ ущ ейся в пространстве под действием  
силы тяж ести  в м ом ент времени t ,  м ож ет

быть описано ф орм улой  г(7) = г0 + \ 0t +

где г0 — вектор начального положения точки 
(при t = 0); v0 — вектор начальной скорости; 
g — некоторый постоянный вектор (ускоре­
ние свободного падения).

В этой модели время — переменная t  — ме­
няется непрерывно в течение некоторого про­
межутка. Модель позволяет вычислить поло­
ж ение точки в любой момент времени.

3. М одель в форме зависим ост и  — у р а в ­
нение.

Стандартный пример — второй закон Нью­
тона. М асса тела т ,  действую щ ая на него 
сила F и его ускорение а связаны зависимос­
тью  F = т а .  Если нам явно заданы выраже­
ния для определения силы и массы, то нахож ­
дение ускорения является задачей решения  
алгебраического уравнения.  Если при тех же 
данных требуется найти закон движ ения, не­
обходимо не только определить ускорение, но 
и знать новый вид связи м еж ду положением  
точки г и ее ускорением а в момент времени 
t .  Моделирование этого вида связи происхо­
дит с помощью новой, не алгебраической, опе­
рации — дифференцирования, — а само урав­
нение (если понимать его как уравнение для 
нахож дени я г) становится диф ф еренциаль­
ным уравнением.

4. И н т егр а л ь н а я  модель  — плот ност ь.  
Стандартный пример — масса тела с пере­
менной плотностью. В простейш их случаях  
масса тела т  пропорциональна его объему V: 
т  = pV, где р — некоторое постоянное число 
(плотность). Так, для ртути р = 1 3 6 0 0  к г /м 3 
и банка ртути объемом 1 л = 1 дм3 = 10 '3 м3 
имеет массу т = 13,6  кг. Во многих случаях 
плотность вещества может меняться при пе­
реходе от одной точки к другой. Тогда удает­
ся записать лишь приближ енное равенство
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т, « pV, которое верно только вблизи рассмат­
риваемой точки и при переходе от одной точ­
ки А  данного тела к другой коэффициент р 
будет меняться по закону: р = р(А). Исследо­
вание модели такого рода требует еще одной 
новой операции — интегрирования.

Таким образом, математический анализ со­
здает модели для описания различных про­
цессов, исследование которых требует приме­
нения наряду с известными методами и новых 
операций — дифференцирования и интегри­
рования.

Зачем понадобились новые методы, 
развитые математическим анализом?

XVIII в. часто называют веком научной ре­
волюции, определивш ей развитие общества 
вплоть до наших дней. Наиболее ярко эта рево­
люция проявилась в замечательных матема­
тических открытиях, совершенных в XVII в. 
и осознанных в последующее столетие. «Нет 
ни одного объекта в материальном мире и ни 
одной мысли в области духа, на которых не 
отразилось бы влияние научной революции  
XVIII в. Ни один из элементов современной 
ц и ви л и зац и и  не мог бы сущ ествовать без 
принципов механики, без аналитической гео­
метрии и диф ф еренциального исчисления. 
Нет ни одной отрасли в деятельности челове­
ка, которая не испытала бы на себе сильного 
влияния гения Галилея, Декарта, Ньютона и 
Лейбница». Эти слова французского матема­
тика Э .Бореля, произнесенные им в 1914 г., 
остаются справедливыми и в настоящее вре­
мя. Рядом с названными четырьмя именами 
мож но поставить имена их предш ественни­
ков, современников и последователей: П. Фер­
ма (1601 — 1665), Б. Паскаль (1623 — 1662), 
И. Кеплер (1571 — 1630), X. Гюйгенс (1629 — 
1695), И. Барроу (1 6 3 0 — 1677), братья Якоб 
и И оганн Б ернулли (1 6 5 4  — 1705; 16 6 7  — 
1 7 4 8 )и др.

Что ж е нового внесли эти ученые в пони­
мание и описание окруж аю щ его нас мира? 
Коротко можно было бы ответить так — в это 
описание вошло движение, изменение, вари­
ативность, т .е . ж изнь с ее динамикой и раз-

Пьер Ферма 
( 1 6 0 1  —  1 6 6 5 )

Ф ранцузский м атематик. 
В теории чисел с его именем свя­
зывают две теоремы — великая 
и малая теоремы Ферма. Вели­
кая теорема о неразрешимости 
уравнения х" + у п = г п в нату­
ральных числах при п > 2  оста­
валась неприступной до недав­
них дней. Ферма принадлежит 
идея «получения максимумов и 
минимумов», которая является 
одной из центральных идей ма­
тематического анализа.

Блез Паскаль 
( 1 6 2 3  —  1 6 6 2 )

Французский математик, фи­
зик, философ и писатель. Труд­
но найти среди ученых XVII в.
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столь же разносторонне одарен­
ную фигуру. Его «Мысли» явля­
ются одним из величайших фи­
лософских трактатов. С именем 
Паскаля связывают создание 
первой вычислительной маши­
ны и открытие важнейшего за­
кона гидромеханики. Геометри­
ческие исследования ученого 
легли в основание теории интег­
рирования.

Формулы арифметической 
и геометрической прогрессий

ап = ах + d(n -  1)

— арифметическая прогрессия;

ап = ai4n 1
— геометрическая прогрессия;

(O i+ojn _
2

_ (2at + d(n -1  ))п 
2

— частичная сумма арифмети­
ческой прогрессии;

1 — ап 
Sn=a1- r JL-A q  * 1)1 - q

— частичная сумма геометри­
ческой прогрессии.

График линейной функции

X

P i ( x i; у i) 
Р 2( х 2-, Уг)

х2- х 1

у = Ах) 
Ах) = kx + ъ 

ъ = ДО) 
Ах0) = о

ъ

витием, а не только статические слепки и од­
номоментные фотографии ее состояний.

С течением времени математические от­
крытия XVII — XVIII вв. выразились в таких  
понятиях, как переменная, ф ункция, коор­
динаты, график, вектор, производная, инте­
грал, ряд, дифференциальное уравнение. Н е­
которые понятия в этом списке читателю зна­
комы, другие предстоит узнать в этой книге.

Еще недавно понятия «ди ф ф ерен ц и ал », 
«инт еграл» казались сложными и недоступ­
ными. Однако стоит вспомнить, что Паскаль, 
Декарт и Лейбниц были не столько матема­
тиками, сколько философами. Именно общ е­
человеческий и философский смысл их мате­
матических открытий составляет в настоящее 
время главную ценность и является необхо­
димым элементом общей культуры.

Какие простые математические 
модели полезно повторить 
перед изучением 
математического анализа?

1. Прогрессии.  Арифметические и геоме­
трические прогрессии являются самыми про­
стыми и наиболее часто встречающимися при­
мерами числовых последовательностей.

Арифметическая прогрессия — последова­
тельность, задаваемая рекуррентной форму­
лой а п = a n_i + d , d  — разность прогрессии.

Геометрическая прогрессия — последова­
тельность, задаваемая рекуррентной формулой 
а п = qan_1, q — знаменатель прогрессии.

2. Линейные функции.  Линейной функци­
ей называется ф ункция, значения которой  
могут быть вычислены по формуле у  = kx  + Ъ.

Область определения. Линейная функция, 
заданная формулой у  = kx + Ь, имеет областью 
определения множество R всех действитель­
ных чисел.

Обращение в нуль. Линейная функция при
. „ „ Ъk Ф 0 имеет единственный нуль: х0 = — .

k
Промеж утки постоянного зн а ка .  Линей­

ная функция у  = kx + Ъ, k 0 , сохраняет по­
стоянный знак на каж дом из промежутков
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k
и I ;+co | в зависимости от коэф­

фициента k:

k f Ь)-со; —I k) К 1 н
k > 0 - +

k < 0 + -

М онот он ност ь.  Л инейная функция у  = 
= kx + Ъ возрастает на всей числовой оси, если 
k > 0, и убывает на всей числовой оси, если k < 0.

3. Векторное уравнение движения.  С дви­
ж ением  точки по некоторой кривой связан  
ряд векторных величин: г — радиус-вектор; 
характеризующий положение точки; v  — ско­
рость точки; а — ускорение.

Зафиксируем некоторую точку отсчета О и 
будем  полож ение движ ущ ейся точки в м о­
мент времени t задавать радиусом-вектором  
относительно О. Если в моменты времени t x, 
t 2, t 3 точка занимает положения А г, А 2, А 3,

то ее радиусы-векторы г(#,) = ОАг, г(t2) = ОА2,

r(t3) = OA3.
Итак, мы получили первую векторную ве­

личину, связанную  с движ ением  точки, — 
радиус-вектор г, определяющий ее положение 
относительно некоторой точки отсчета О.

В простейшей ситуации, когда точка дви­
ж ется по прямой, ее положение определяется 
одним числом — координатой.

Часто в механике важно знать не полож е­
ние точки, а ее перемещение за интервал вре­
мени [Ч> t?\. Перемещение является вектором 
и изображается направленным отрезком, на­
чало и конец которого совпадают с полож е­
ниями точки в моменты и t 2. Перемещение 
обозначают Аг. Вектор Аг связан с радиусами- 
векторами, характеризую щ им и полож ение  
точки: Ar = г(t2) -  г(Ч). Про перемещение мож ­
но сказать, что оно является приращ ением  
вектора г за отрезок времени [fj, t 2].

В простейшем случае, когда точка движ ет­
ся по прямой, скорость направлена по этой 
ж е прямой. В общем случае скорость направле­
на по касательной к траектории движения.

Движение снаряда

V

Радиусы-векторы точек

о

Направление скорости



Если равнодействующ ая F  всех сил, дей ­
ствующих на точку, равна нулю, то ускорение 
а такж е равно нулю и точка движ ется с по­
стоянной скоростью v. В этом случае радиус- 
вектор г точки линейно зависит от времени: 
г = г0 + \ t ,  где t  — время и г0 —начальное по­
ложение точки, т .е . г0 = г(0). Если на точку 
действует постоянная сила F, то ускорение а 
постоянно и точка соверш ает движ ен ие по

квадратичному закону г = r0 + v 0# + ~ g*2 (*),

где v0 — начальная скорость точки. Скорость 
точки в этом случае меняется линейно:

V =  V0 +  g t .

Рассмотрим, например, движение снаряда, 
начальная скорость v 0 которого была направ­
лена под углом а  к горизонту. Выберем в ка­
честве начальной точки О положение снаряда 
в момент времени t  = 0, тогда получаем соот­
ношение (*). (Здесь рассматривается идеаль­
ная ситуация, когда сила тяжести, действую­
щая на снаряд, постоянна и действием других 
сил пренебрегаем.)

При решении задач от векторных уравне­
ний переходят к координатным.

Выберем оси координат так, как показано 
на рисунке. Векторное равенство (*) запишем  
в проекциях на оси координат, т. е. в коорди­
натном виде. Сначала разложим векторы v0 и 
g по горизонтальному и вертикальному на­
правлениям. П роекция вектора v 0 на ось х 
равна v0 co sa , на ось у  -  v 0 s in a ; проекция  
ускорения на ось х  равна нулю, а на ось у  рав­
на -g .  Таким образом,

1 „
rx = t v 0 cosa; ry =<u0s i n a - —gt , 

где rx, ry — координаты вектора г.

Вопросы и упражнения
■

1. Каким непрерывным функциям соответствуют арифметическая и геометриче­
ская прогрессии, рассмотренные как функции натурального аргумента?

2. Что можно сказать о монотонности арифметической и геометрической прогрес­
сий в зависимости от первого члена, разности и знаменателя?
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3. Какие последовательности, кроме прогрессий, вам известны?
4. Как располагается прямая, график линейной функции у  = kx + Ь, в зависимо­

сти от углового коэффициента k?
5. Как вычислить угловой коэффициент k прямой, зная координаты двух точек 

этой прямой?
6. Всякая ли прямая на координатной плоскости является графиком некоторой 

линейной функции?
7. Перепишите в координатах векторное уравнение движения точки под действи­

ем силы тяжести.
8. Как в векторной форме записать закон равномерного движения?
9. Как в векторной форме записать закон движения с постоянным ускорением?

Занят ие  2 
Последовательности

Что такое последовательность и чем 
она отличается от обычной функции?

1. Последовательность к а к  функция.  По­
следовательность можно понимать как част­
ный вид функции. Числовая последователь­
ность  определяется правилом, по которому 
для всякого натурального числа п можно вы­
числить п-й член этой последовательности. 
Таким образом, областью определения после­
довательности как функции является множ е­
ство N натуральных чисел. Значением этой  
функции является число. Если функцию обо­
значить буквой / ,  то ее значение в точке п за­
пишется как Дя). Однако для последователь­
ностей традиционно выбирается другое обо­
значение — члены последовательности обо­
значаются малыми латинскими буквами — о, 
б, с и т .д ., а значение аргумента п пишется в 
виде индекса: а п, Ьп, сп и т .д .

Главная особенность последовательности  
состоит в том, что значения аргумента (но­
мера членов последовательности) располо­
ж ены  друг за другом , и их м ож но переби­
рать, двигаясь от одного номера к следую щ е­
му. Это позволяет использовать особый спо­
соб задания последовательности , которы й  
неприменим к функции общего вида и назы­
вается р е к у р р е н т н ы м .  При обы чны х сп о­
собах задания функции можно взять любое

Числовые
последовательности

1. 1 , 2 ,  3, 4, 5, ... ап = п.
2. 1, 4, 9, 16, 25, ... ап = п2.
3. 1, 2, 4, 8, 16, ... ап = 2"-1.
а л 1 1 1  - 14 . 1 ,  , , , ... ап

2 3 4 п
r 1 2 3 4 п
О . у у , у . . .  CLn — .

2 3 4 5  п+1

6 .
1 1 J_  J_  
2 ’ 6 ’ 12’ 20’

п(п +1)

Общий член 
последовательности

Последовательность сумм

{ап} — данная последователь­
ность;

{s„} — последовательность 
сумм:

Si = о,, 
s 2 = «1 +
8 з  ~  ai +  а 2 +  а3,
8n+1 ~' 8п п̂ + 1*
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1. ап = 2тг -  1
Sn = п2
1 + 3 + ... + 2п -  1 = п2.

2. ап = п2
_ п(п + 1)(2п + 1)

S" ~ 6 
1, 5, 14, 30, ....

3. ап = 2п~1 
Sn = 2" -  1
1, 3, 7, 15, ....

1

П р и м е р ы

4. а„ =■

s„ =-

п(п + 1)
П

п + 1 
1 2  3
2 ’ 3 ’ 4 ’

Последовательность
разностей

{ап} — данная последова­
тельность;

{dn} — последовательность 
разностей:

d\ = а х,
d2 = а2 — 
d3 = а3 -  а2, 
dn = ап ~ ап - 1-

П р и м е р ы

1 . ап = а х + d(n -  1 )
О!, щ + d, щ + 2d,  ...
d n = d.

2. a„ = 2"
2, 4, 8 , 16, ...dn = 2" 1 («>!)•

3. an = n2
d n = 2n -  1 .

4 .  {a„}: 1, 2, 3, 5 ,  8 , 13, ... -  
числа Фибоначчи;
{dn): 1, 1, 2, 3, 5 ,  ... -  
та же последователь­
ность со сдвинутым но­
мером.

значение аргумента и для него найти соот­
ветствующее значение функции, не думая об 
остальных значениях аргумента. При рекур­
рентном способе для вычисления n -го члена 
надо знать предыдущ ие.

2. Рекуррентные соотношения. Рекуррент­
ные формулы, выражающие член последова­
тельности через преды дущ ие, нам встреча­
лись и ранее (например, арифметическая и 
геометрическая прогрессии).

К рекуррентным соотношениям такж е от­
носятся следующие последовательности:

• Фибоначчи: а п+2 = а п+1 + а п;
• факториалов: а п+1 = (п + 1)о„;
• квадратов: а п+1 = а п + 2п  + 1.
Чтобы задать последовательность, недоста­

точно только написать рекуррентное соотно­
шение. Необходимо указать также начальные 
члены последовательности.

Так, арифметическая прогрессия будет од­
нозначно определена, если кроме разност и d, 
входящей в рекуррентное соотношение, будет 
указан первый член а х.

Для последовательности Фибоначчи нужно 
знать два первых члена. Если взять а х = 1, 
а 2 = 1, то получится стандартная последова­
тельность чисел Фибоначчи: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 
13, 21, ...

В последовательности факториалов, при­
няв а х = 1, получим, что а п является произ­
ведением натуральных чисел от 1 до п: а п = 
= 1 - 2 -... п = га!.

Если в последовательности квадратов взять 
а х = 1, то n -й член последовательности полу­
чится в виде суммы первых п нечетных чисел: 
а п = 1 + 3 + 5 + ... + 2n + 1 = Tl2.

3. Общий член последовательности.  П о­
следовательность мож ет быть задана и как 
обычная функция, например формулой обще­
го члена: а п = f(n). Обычные функции у  = f(x), 
заданные для всех х > 1 ,  порождают последо­
вательности значений в целых точках: а х = Д1), 
а 2 = /(2 ), ..., а п = f(n), ...

Зная рекуррентное соотнош ени е, часто  
можно найти формулу общего члена. Нам уже 
известны формулы общего члена арифмети­
ческой и геометрической прогрессий.
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Формула общего члена для последователь­
ности чисел Фибоначчи 1, 1, 2, 3, 5, ... имеет

1 -V 5

4. Свойства последовательностей.
1) Д ейст вия  над последовательностями.  

Так ж е как над произвольными функциями  
(заданными на одном и том ж е множестве), 
над последовательностями мож но произво­
дить ариф м етические операции: слож ение  
(вычитание) и умнож ение (деление).

Если последовательность Ьг, Ь2, ... посто­
янна,  т. е. Ъп = Ь для любого га, то произведение 
последовательностей а и а 2, ... и Ьи Ъ2, ... вы­
глядит так: Ьа1, Ъа2, ... и называется произве­
дением постоянного числа Ъ на последователь-
НОСТЬ CL\i •••

2) Ф ункциональны е свойст ва.  Числовые 
последовательности могут обладать свойства­
ми, которые обсуждались при изучении обыч­
ных функций.

Числовая последовательность называется 
возраст аю щ ей,  если кажды й последующ ий  
ее член больше предыдущего, иными слова­
ми, если для всякого га > 1 верно неравенство 
а п > a n_i (для убывающей  числовой последо­
вательности а п < а п_{).

Последовательность называется монотон­
ной, если она является либо возрастающей, 
либо убывающей.

Последовательность а г, а 2, ... можно изо­
бразить «графиком», который будет состоять 
из отдельных точек координатной плоскости. 
Так ж е как и для обычных функций, по гра­
фику можно судить о различных свойствах 
последовательностей. Возрастаю щ ие и убы ­
вающие последовательности изображ аю тся  
точками, лежащими на графиках монотонных 
функций.

5. О гр а н и чен н ы е п о сл едо ва т ел ьн о ст и .  
Последовательность a v  а 2, а 3, ... называется 
ограниченной, если для ее членов можно ука­
зать общую границу,  т .е . такое число С, что 
неравенство \ап\ < С выполняется для всех но­
меров га.

Если последовательность является возрас­
тающей, то для ее ограниченности достаточно

такой вид: ап = —j=
1 + V5

V 2 У

Сумма
двух последовательностей

{а„} = а 1; а2, а3, ...
{Ъп} = Ъи Ь2, Ь3, ...

{CJ = Си С2, Сз, ...

где Cj = а х + Ьи 
С 2 = а2 + Ь2,
С3 = а3 + Ь3, ...

Произведение 
двух последовательностей

{а„} = щ, а2, а3, ...
{Ъп) = Ъ1у Ь2, Ь3, ...

{dn} = du d2, d3, ...

где di  = щ
d2 = a2 b2, 
d3 = a3 b3, ...

Ограниченные
последовательности

an = га;
1

b„ = n +1

ra
cn = anbn =

(a„) — возрастает и не явля­
ется ограниченной;

{i>„} — убывает и ограниче­
на: О < bn < 1 ;

{сп} — возрастает и ограни-
га +1 гачена: с„ +1 > сп о    >    =>
га + 2 га +1

=> (га + I ) 2 > га2 + 2 га; сп < 1 .
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Правила вычисления 
пределов последовательности

lim(a„ +bn) = lima„ + limi)n
Tl—>00 п —>С0 Tl—>СО

— предел суммы двух последо­
вательностей равен сумме пре­
делов этих последовательнос­
тей;

lim сап = c hm anЛ-> 00 Л—>00
— постоянный множитель мож­
но выносить за знак предела;

lim ап • Ъп -  lim an • limfcn
п —>С0 Л —>00 Л —>00

— предел произведения двух  
последовательностей равен про­
изведению пределов этих после­
довательностей;

lima„ 
lim —  г- sr±«L_

если limbn ф О

— предел частного двух после­
довательностей равен частному 
пределов этих последователь­
ностей.

П р и м е р ы

1 . lim — = О.
л->* п

2 . lim Д - = 0  при k > 0 .

3. limg" = 0  при \q\ < 1 .
, л->х ‘i n + 24. с = --------

га + 1
Зга+З-1 0  1с„ = --------—  = 3 - -

5.

га + 1 п + 1

—  » О
п + 1 п-»°0

limcn = 3.

га2 -1  
2п2 + п + 1

1

lim-

найти число С такое, что а п < С при всех п. 
Для ограниченности убывающей последова­
тельности достаточно проверить неравенство 
вида а п > С, которое должно выполняться для 
всех га.

Таким образом, если для всех членов по­
следовательности выполняется неравенство 
а п < С  (ап > С), то говорят, что она ограничена 
сверху (снизу). Если мы говорим об ограни­
ченной последовательности, то ясно, что она 
ограничена как сверху, так и снизу.

6. П редел  последовательности.  Число А  
называется пределом последовательности а ъ  
а2, ..., если начиная с некоторого момента все 
члены этой последовательности будут сколь 
угодно мало отличаться от А .

Обозначают предел последовательности ла­
тинскими буквами lim (лимит):

А  = lima„.

В этих равенствах предполагается, что все 
последовательности являются сходящимися,  
т .е . написанные пределы существуют.

7. Б еск о н еч н о  у б ы в а ю щ а я  гео м ет р и ч е­
ск а я  прогрессия.  Геометрическую  прогрес­
сию называют бесконечно убывающ ей, если 
ее знаменатель q по модулю меньше едини­
цы: |<?| < 1.

Такое название возникло потому, что при 
|g| < 1 общий член прогрессии а п = a xqn 1 ста­
новится сколь угодно малым, бесконечно убы­
вает.

Найдем сумму бесконечно убывающей гео­
метрической прогрессии с первым членом а х 
и знаменателем q (|g| < 1).

Вычислим сумму га ее членов:

J   Qn
sn = a 1 + a 1q + ... + a1qn~1 а, -- .

1 - q

Разобьем sn на два слагаемых:

Первое слагаемое постоянно, а второе бес­
конечно уменьшается с ростом га, поэтому при 
сложении членов геометрической прогрессии
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до бесконечности мы отбрасываем это слага­
емое и получаем формулу

s = -A _ .
1 - 9

Зачем рассматривают 
пределы последовательностей?

Рассмотрим число -А = -\/2 + у2 + л/2 + __  За­
пишем слагаемое в виде последовательности:

аг = V2, а2 = V2 + V2 , . . .  (формула общего члена 
ап+1 = у/2 + ап, или а 2пЛ = а п + 2 ) .  Интересующее 
нас число надо понимать как предел последо­
вательности (ап):

А  = ^2 + \[2 + у12 + ... = lima„.

Далее будет доказано, что этот предел ра­
вен 2, т .е .

V2 + V2 + V2 + ... = 2 .

П онятно, что одни последовательности  
имеют пределы (сходящиеся последователь­
ности), другие — нет {расходящиеся после­
довательности).

Для доказательства сходимости последова­
тельности часто бывает полезен следующ ий  
признак.

Признак сходимости последовательности.
Если последовательность монотонна и огра­
ничена, то она имеет предел.

Важным геометрическим примером приме­
нения пределов последовательностей являет­
ся вычисление длины окружности и площади 
круга как пределов периметров и площадей  
последовательностей многоугольников.

Пусть дан круг радиуса R. Рассмотрим по­
следовательность М п правильных п-угольни- 
ков (п > 3), вписанных в эту окружность.

Обозначим через р п периметр М п, а через 
S n — его площ адь. Легко представить себе 
(но непросто доказать), что последователь­
ности р п и S n возрастают.

Если р  — длина окружности (границы взя­
того круга), а S  — площадь круга, то р п < р

Бесконечно убывающая 
геометрическая прогрессия

Рассмотрим периодическую  
дробь а = 1,27777..., или в обще­
принятой записи а = 1 ,2 (7 ). 
Представим дробь в виде а = 
= 1,2 + 0,07 + 0,007 + 0,0007 + ... . 
Очевидно, а = 1,2 + 8, где s = 
= 0 ,07 + 0,007 + ... — сумма бес­
конечно убывающ ей геом ет­
рической прогрессии, у которой 
а , = 0 ,07; q = 0 ,1 . Применим  
формулу для суммы прогрессии 

0,07 7
S ” 1 -0 ,1  " 90

108 7 23Отсюда a =  -----+ -— = — .
90 90 18

Вычисление длины окружности 
и площади круга

Вычисление пределов 
последовательностей

1. Найти Иш П .
л-н° n + 1

Выражение можно преобра­
зовать так:

л _ га + 1 - 1 _  ̂ 1
га + 1 га + 1 га + 1

Будем считать число 1 об­
щим членом «постоянной» по­
следовательности, предел кото­
рой конечно равен 1 :

l i m  П =  l i m f  1 -----— )  =
л - > *  га  +  1  л~ »оо^  «  + 1 )

= lim l -  lim——— = 1 -0  = 1.
Tl—►оо П—>оо П  +  \
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Итак, lim ——— = 1, что мы,П->00 п + 1
разум еется , знали и раньше 
(например, когда проводили го­
ризонтальную асимптоту для 
построения графика функции

X
У = — ~ )•ЛГ + 1

Можно было поступить по­
та 1другому: ------ = -----— и теперь

п+1 1+1 
п

воспользоваться свойством пре­
делов:

lim —1 — = lim
- та +1 |  1

га
lim l ■£

l im |l  + i  1  + 0

2 . lim2n2 -Зта + 1
n-ю 3та2 + та + 2

: lim- п пг

ЧЧП Tl

2 Л +±
= lim та я2 _2-^0+0_2^ 

о , 1 , 2  3 + 0 + 0 3
2П ПГ

3. Обратить дробь в обыкно­
венную.

а) а = 1,444... = 1,(4). Число 
1,444... — это запись суммы 1 + 
+ 0 ,4  + 0 ,04  + 0,004 + ... . Сум­
му 0 ,4  + 0 ,0 4  + ... можно рас­
смотреть как сумму бесконечно 
убывающей геометрической 
прогрессии с первым членом 
а1 = 0,4  и знаменателем q = 0,1. 
В ы полняем подсчеты : а =

, а1 , 0,4 , 4 13= 1 + — — 1 + — -— - = ! + -  = — ;
1 - q  1 -0 ,1  9 9

б) а = 2,3(12) = 2,312121212... 
Запишем равенство: а = 2,3 +

+ 0 ,012  + 0 ,00012  + ... = 2 ,3  + 
+ 0,012 (1 + 0,01 + 0 ,012 + ...).

В скобках стоит бесконечно 
убывающая геометрическая про-

и S„ <  S . Это означает, что последовательно­
сти р п и S n монотонны и ограниченны. Зна­
чит, по признаку сходим ости, они должны  
им еть п р ед ел . О пять ж е  «геом етр и ч еск и  
ясно», что lim р п = р  и limS„ = S , т .е . длину

п~ ю с  п —> 00

окружности и площадь круга можно вычис­
лить как пределы последовательностей пери­
метров и площ адей правильных вписанных  
многоугольников.

Почему надо доказывать 
существование предела?

Вычислим у2  + V2 + V2 + . . . , перейдя к пре­
дел у  в р ек ур р ен тн ом  соотн ош ен и и  а п+1 = 
= у/2 + ап, или а 2+1 = 2  + а„.

Получим, что А 2 = 2 + А , где А  = Иша„. Так

как А  > 0, то А  = 2.
Казалось бы, все обоснованно, и задача ре­

шена. Применим такой ж е метод к последова­
тельности, заданной рекуррентным соотноше­
нием а п + 1 = 2а п -  1. Обозначим Иша„ через А

и перейдем к пределу: А  = 2А -  1 => А  = 1. 
Действительно, если возьмем a L = 1, то полу­
чим, что а 2 = 2 -1  -  1 = 1, а 3 = 1 и т .д .,  т .е .
lima„ = 1. Однако, если а х = 2, то получим пос­

ледовательность 2, 3, 5, 9, 17, ..., общий член 
которой легко угадывается а п = 2" + 1 (и лег­
ко проверяется по индукции), но никакого  
предела у  последовательности а п = 2 п + 1 быть 
не может. Ошибка состоит в том, что сформу­
лированные (без доказательства) правила об­
ращения с пределами предполагают сущ ест ­
вование  пределов всех рассматриваемых по­
следовательностей.

В примере с числом А  = - 2̂ + \[Ч\- \/2 + ... 
последовательность {ап} была возрастающей  
и ограниченной. Действительно, сначала про­
верим, что а п < 2 при всех га. Применим ин­
дукцию: 0 ^ = 4 2  < 2 .  Если га„ < 2, то га„ + 2 < 4 
и yjan + 2 < V4 = 2, что и утверждалось.

Теперь докаж ем  возрастание последова­
тел ь н ости , т .е .  ап+1 = у1ап + 2 > а п. Так как
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ап > 0, то его можно возвести в квадрат и по­
лучить для проверки неравенство а 2 - а п -  2 < 0. 
Реш ив неравенство х 2 -  х  -  2 < 0, получим  
промежуток (-1 ; 2), в котором леж ат числа 
последовательности (0 < а п < 2). Существова­
ние предела полностью доказано.

грессия со знаменателем q = 0 ,0 1 . 
Применяем формулу:

2 |  3 | 12 1
+ 10 + 1000 0,99

„ 3 4 „ 103 763— 2 н-----1-----------— 2 н------—------ .
10 10 33 330 330

Вопросы и упражнения
■

1. Какими рекуррентными соотношениями определяются прогрессии?
2. Какая последовательность называется ограниченной?
3. Что такое предел последовательности?
4. Какой признак существования предела вы знаете?
5. Чему равна сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии?
6 . Какие геометрические величины можно вычислить с помощью пределов после­

довательности?

З а н я т и е  3 

Понятие производной

Что понимали под производной 
основатели математического анализа?

1. П онят ие производной  появилось прак­
тически одновременно в работах великих ма­
тем атиков конца XV II в. — И. Н ью тона и 
Г. Лейбница. Ньютон сумел с помощью этого 
понятия развить представления о механиче­
ском движении, а Лейбниц — дать общий спо­
соб решения ряда неприступных до этого гео­
метрических задач. Для Ньютона производ­
ная — это скорость, для Лейбница производ­
ная — это угловой коэффициент касательной. 
Оба подхода (м еханический и геом етриче­
ский) являются одинаково важными и нераз­
рывно связаны м еж ду собой, несмотря на ка­
ж ущ ееся внешнее различие.

2. Геом ет рический  см ы сл производной.  
К асат ельной  к графику функции у  в точке 
х  = х 0 называется прямая, проходящ ая через 
точку графика с абсциссой х 0 и тесно приле­
гающая к графику вблизи этой точки.

Историческая справка

Определение касательной 
из первого учебника 

по математическому анализу 
(1696 г.)

Если продолжить одно из 
маленьких звеньев M N  лома­
ной, составляющей кривую ли­
нию, то полученная таким об­
разом сторона будет называться 
касательной к кривой в точке 
М  или N.



Геометрический смысл
производной

М (х 0; (/о)
Среди всех прямых, проходя­

щих через точку М ,  есть одна, 
которая прилегает к графику 
наиболее тесно, — это касатель­
ная.

Уравнение касательной

у  = у0 + Ц х  -  ЛГ0), 
к — угловой коэффициент каса- 
тельной.

Уравнение касательной 
в точке х = х0

1) у = х 2
X2 = (х0 + X -  х0)2 =
= х ‘о + 2х0(х -  х0) + (х -  х0)2 
у = х% + 2х0х  -  2x1 
у = 2х0х -  х%;

2) у = х3
X s  =  (х0 + X -  * 0) 3 =

= xjy + Зх2(х -  х0) +
+ Зх0(лг -  х0)2 + ( х -  х0)3 
у  = xl + Зх%(х -  Х0) 
у = 3xqX -  2х03

Уравнение касательной имеет вид у  = у 0 + 
+ к(х  -  х 0), где у 0 = f(x0), к — угловой коэф­
фициент касательной.

В определении касательной требуют уточ­
нения слова «прямая, тесно прилегающая к 
графику вблизи некоторой точки». Вначале 
уточним, как можно оценивать близость к не­
которой точке. Возьмем точку х 0. Расстояние 
от точки х  до точки лг0 равно d  = \х -  х 0\. Пусть 
это расстояние мало. Тогда числа d 2 = (х  -
-  х 0)2, d 3 = \х -  лг0|3, d 4 = (х -  х 0)4, ... быстро 
уменьш аю тся (например, если d = 0 ,0 1 , то 
d 2 = 0 ,0001 , d 3 = 0 ,000001 и т .д .) . Если какое- 
то число А  представлено в виде А  = А 0 + A ,d  + 
+ A 2d 2 +A3d 3 + ..., то ясно, что А 0 является са­
мым грубым приближением к А , А 0 + A td  — 
более точным, А 0 + A xd  + A 2d 2 — ещ е более 
точным и т .д . Обычно бывает достаточно л и ­
нейного приближ ения,  которое получается  
при отбрасы вании слагаем ы х, пропорцио­
нальных квадрату расстояния d  и еще более 
мелких.

Уравнение касательной осущ ествляет л и ­
нейное приближение  к значениям функции  
вблизи фиксированной точки # 0. Это и есть 
смысл слов «тесно прилегает». Распознавать 
уравнение касательной будем так. Если удаст­
ся представить значение функции f(x) вблизи 
точки х 0 в виде: f(x) = у 0 + к г(х -  х 0) + к2(х -
-  х 0)2 + ..., то линейное приближение у  = у 0 + 
+ кг(х -  х 0) и есть уравнение касательной.

Геометрическое определение производной. 
Производной гладкой функции в точке х  на­
зывается угловой коэффициент касательной 
к графику функции, проведенной в точке с 
абсциссой х.

Производная функции у  = f(x) обозначает­
ся у' или f .  Операция нахож дения производ­
ной называется дифференцированием.

3. М еханический смысл производной. Рас­
см отрим  д в и ж ен и е  м атер и ал ьн ой  точки. 
Пусть дана функция s = s(t), позволяющ ая  
вычислить путь, который прошла точка к мо­
менту времени t.

Рассмотрим отрезок времени [tp, t 2]. Опре­
делим средню ю  скорость точки на отрезке  
[£х; £2] как отнош ение пройденного пути к 
продолжительности движения:



s(t2) - s ( t i)
cp t  - t  l2 h

Для определения скорости точки в момент 
врем ени t  (ее в м ехани ке часто назы ваю т  
мгновенной скоростью) поступим так: возь­
мем отрезок времени [t; t t], вычислим сред­
ню ю  ск ор ость  на этом  о тр езк е  и начнем  
уменьшать отрезок [t; t t], приближая t x к t. 
Замечаем, что значение средней скорости при 
приближении t 1 K t  будет приближаться к не­
которому числу, которое и считается значе­
нием скорости в момент времени t.

Таким образом, с функцией s = s(t), зада­
ющей пройденный путь, можно связать новую 
функцию v = v(t) ,  значение которой в точке t 
равно мгновенной скорости.

Если данную функцию у = f(x)  понимать 
как зависимость пути у  от времени х,  то про­
изводной функции у  будет скорость этого дви­
ж ения.

Как можно сблизить геометрическое 
и физическое определения 
производной?

Пусть дана функция у  = f(x), определенная 
на некотором числовом промежутке. Возьмем  
точку * 0, лежащую внутри этого промежутка. 
Отступим от точки х 0, возьмем точку х  и опре­
делим среднюю скорость изменения функции  
на интервале от х 0 до х  с помощью следующей 
формулы:

_ f ( x ) - f ( x о)
”ср х - х 0

Если приближать точку х  к точке х 0, то 
обнаруж им , что значение средней скорости  
иср приближается к некоторому числу и0. Это 
число и назы вается скоростью  изм енен ия  
функции f  в точке х 0, или иначе производной 
функции f  в точке х 0.

М еняя точку х 0 и вычисляя каж ды й раз 
значение производной в этой точке, получим  
новую функцию у  = и(х), которую называют 
производной функции f  и обозначают с помо­
щью штриха:

v ( x )  =  f ( x ) .

Механический смысл
производной

S  =  s ( t )

s(t2) - s ( t  i)

Формула 
средней скорости

Uc f { * ) ~ f { * o )  
ср х - х 0

Если х -  х0 = Ах — прираще­
ние аргумента;

f(x) -  f(x0) = Ду — прираще­
ние функции,тогда

ДУ 
\ х

Формула скорости 
в момент времени t

v(t)  = lim Л(-> о
s(t  + A t ) - s ( t )

At

= lim —
At->0 At

v(t)  = lim As
At

Производная функции

ь’(лг) =  f ' ( x )
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Угловой коэффициент 
касательной

k = /(*) -  f(xо)
х -  х„

П р о и з в о д н а я  функции f  
в точке х0 — это предел отно­
шения приращения функции 
к приращению аргумента  
при стремлении приращения 
аргумента к нулю:

f'(x0) = lim f i x ) ~ f ^ K
Ах->0 Д х

= lim —
Л* - > 0  Дх

(читается «эф штрих 
от икс нуль»).

Если функция f  в точке х 
имеет производную, т. е. сущест­
вует конечный предел, то функ­
ция f  называется дифференци­
руемой в точке х.

Если функция дифференци­
руема в каждой точке некоторо­
го интервала, то говорят, что 
она дифференцируема в этом 
интервале.

Видим, что это определение совпадает с оп­
ределением производной на языке механики.

Теперь вычислим угловой коэффициент ка­
сательной, проведенной к графику функции  
у  = f(x) в точке х 0. Отступим от точки х 0, возь­
мем точку х  и проведем секущ ую через точки 
Р 0 и Р  графика с абсциссами х 0 и х. Угловой 
коэффициент секущ ей вычислим по формуле
и f ( x ) - f ( x 0) „ _1_к = ------------- —, т. е. по той ж е формуле, по ко-

х - х 0
торой вычисляется средняя скорость роста  
функции на промежутке от х 0 до х.  Угловой 
коэффициент касательной можно вычислить, 
приближая точку х  к х 0, т .е . так ж е, как вы­
числяется мгновенная скорость.

При вычислении производной применяют 
традиционные обозначения.

Разность х  — х 0 называют приращением ар­
гумента и обозначают Ах (дельта икс): Ах = 
= х  -  х 0. Разность f(x)  -  /(х 0) называют прира­
щением функции и обозначают Ау  (дельта иг­
рек): А у  = f(x)  -  / (х 0). Средняя скорость изм е­
нения функции иср может быть записана как 
отношение приращения функции к прираще­
нию аргумента:

Ау
Vcp = — •Ах

Процесс приближения точки х  к точке х 0 
м ож но охарактеризовать как ст р ем л ен и е  
приращения аргумент а к нулю.  Символичес­
ки этот процесс записывают с помощью стрел­
ки: Ах —> 0 (Ах стремится к нулю).

Стремление средней скорости иср к некото­
рому числу и0 такж е можно записать с помо- 

Ау „
щью стрелки: -2 - -> и0. П од этой стрелкой  

Ах
(или рядом с ней) обычно помещают исходное 
условие: Дх —> 0. Заменяя число и0 записью  
значения производной в точке х 0, получим

традиционную запись: — —-— —+f'(x0).
Ах

Процесс приближения точки х  к точке х 0 
называют предельным переходом  (переходом  
к пределу). Его результат называют пределом. 
Используя обозначение предела lim , опреде­
ление производной можно записать так:

f'(xо)= И т ^ .
Д*->о Дх
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Вычисление производной функции назы­
вают дифференцированием  этой функции.

Дифференцирование, или нахождение про­
изводной, — это новая математическая опе­
рация, имеющая тот ж е смысл, что в механи­
ке — нахож дение скорости, а в геометрии — 
вычисление углового коэффициента касатель­
ной.

Таким образом, для нахождения значения 
производной в данной точке надо рассмотреть 
м аленький участок  и зм ен ен и я  аргум ента  
вблизи этой точки. Производная будет при­
ближ ен но равна средней скорости на этом  
участке (на язы ке механики) или угловому  
коэффициенту секущей (на языке геометрии). 
Для точного вычисления производной надо 
совершить предельный переход — стянуть от­
резок изм енения аргумента в точку. Тогда 
средняя скорость превратится в мгновенную, 
а секущ ая — в касательную, и мы вычислим 
производную.

Почему нужно предъявлять 
определенные требования к функции, 
чтобы вычислить ее производную?

Производная функции у  = Д х) — это новая 
функция у  = и(х). Где определена эта функ­
ция? При определении производной в данной  
точке мы преж де всего выбираем эту точку 
так, что функция у  = Д х) была определена в 
этой точке и во всех точках, близких к ней, 
чтобы м ож но было отступить и вычислить 
значение Д х) не только в выбранной точке х,  
но и во всех точках, достаточно близких к 
ней, т .е . точка х  долж на быть внут ренн ей  
точкой  области определения функции /.

Затем необходимо, чтобы существовал пре-
Ау . .

дел отношения —-  при Ах —> 0.
Ах

Вопросы сущ ест вования  пределов были в 
центре внимания математиков XIX в., однако 
для нас они мало существенны, так как для 
основных функций эти вопросы решаются до­
статочно просто.

Как найти область определения функции  
у  = f'(x),  т .е . производной ф ункции f.  Для

Ди ф ф ер енц и р о ва н и е  — на­
хождение производной функ­
ции.

Пр и м ер ы ,

1. Р ассм отри м  ф ункцию  
= 1x 1.

Найдем производную данной 
функции.

Производной функции у  = 
|х| будет, как легко вычислить, 
функция

[+1 , если х  > 0 ;
1—1 , если х  < 0 .

У = Sgnx =

Область определения этой  
функции (читается «сигнум») 
составляют числа х * 0 .

2. Составим отношение
АУ. 
Ах

I 0 + Дх - 1 0 1 Дх

АУ . 
Дх

Дх Дх
Раскроем модуль.
Если Дх > 0, то

|Дх| = Дх,

а если Дх < 0, то

|Дх| = -Дх.

Получим

Ду  Г+1, если Дх > 0; 
Дх 1-1, если Дх < 0.
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Так определенная функция 
от Ах не может иметь предела 
при Ах -> 0.

Поэтому про функцию у = \х\ 
говорят, что у нее не существу­
ет производной в точке х = 0 .

этого надо взять все внутренние точки облас­
ти определения функции /  и исклю чит ь  те 
точки, в которых мы не смож ем вычислить

предел отношения — . Таких точек обычно 
Ах

бывает немного. Геометрически — это те точ­
ки, в которых к графику ф ункции у  = f(x)  
нельзя провести однозначно определенную  
касательную. Типичным примером является  
точка х  = 0 функции у  = |х|.

Вопросы и упражнения
■

1. Каков геометрический смысл производной?
2. Каков механический смысл производной?
3. Какие понятия позволяют сблизить геометрическую и механическую точки зре­

ния на производную?
4. Дайте определение производной с помощью понятия предела.
5. Какие требования надо предъявить к функции, чтобы для нее можно было най­

ти производную?
6 . Что является областью определения производной?

З а н я т и е  4

Формулы дифференцирования

П ри м еры

Производная постоянной

1 ■ У = f(x), где f(x) = с — по­
стоянная функция.

Обозначим традиционно зна­
чения аргумента через х  и х + Ах 
(исходное значение и изменен­
ное — исходное плюс прираще­
ние). Вычислим приращ ение 
функции: А у  -  f(x + Ах) -  f(x) = 

А у = 0_
Ах Ах

постоянно, поэтому пределом  
его при Ах —> 0 надо оставить 
число 0, т.е. f'(x) = 0.

= с -  с = 0. Отношение = 0

П р о и з в о д н а я  постоянной  
равна нулю.

Каковы правила вычисления 
производной?

1. П р а ви л а  перехода к пределу.  Так как 
производная определена с помощью понятия  
предела, вспомним основные правила обраще­
ния с пределами:

• предел постоянной равен самой постоян­
ной;

• предел суммы равен сумме пределов;
• постоянный множитель можно выносить 

за знак предела.
Эти правила позволяют вычислить произ­

водные некоторых простейших функций.
Результаты первых двух примеров очевидны 

с точки зрения механики. Если функцию у  = 
= f(x) понимать как закон движения по оси у  в 
зависимости от времени х, то линейная функ­
ция от х  описывает равномерное движение, ско-
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рость которого совпадает со средней скоростью 
на любом интервале изменения времени.

2. П р а ви л а  вычисления производной.
• ( /  + g)' = f' + g' — производная суммы рав­

на сумме производных;
• (cf)' = c f  — постоянный множитель м ож ­

но выносить за знак производной;
• (fg )'  = f'g + fg' — формула для производ­

ной произведения;
(  f g  — fg'

• — = ' — формула для производ-
U J  82

ной частного.
Первые два правила соответствуют понятию 

линейности операции дифференцирования.
С помощью правил вычисления производ­

ной можно найти производные рациональных 
функций.

1) Формула производной произведения поз­
воляет найти производную  любой степени. 
Мы вычислили по определению следую щ ие 
производные: (х)' = 1, (х 2)' = 2х , (х3)' = Зх2.

Легко догадаться, что при любом натураль­
ном п формула должна иметь такой вид:

(х п)' = п х п~ \

Действительно, чтобы получить х 4, надо х 3 
умножить на х:

(х4)' = (х3 х)' = (х3)'х + х 3(х)' =
= Зх2х  + х 3 = 4 х 3.

А налогично осущ ествляется переход от 
любого натурального числа п к следующему:

(х п+1)' = (х”-х)' = (хп)'х + х л(х)' =
= п х п~хх + х п = (п + 1)х".

2) Вычислим производную функции у  = —
X

по формуле производной частного:

" 1У _ Г • х  - 1  • (х)' _ JL_Х̂ J X2 X2
Аналогично вычисляется производная функ­

ции у  = —  при любом натуральном п:
х п

{ J L )' -  - ( х ")' _  п х П ~ х  ___
Ы  “ (хп)2 х 2п "" х ге+1'

Производная  
линейной функции

2. у  = /(х), где Дх) = ах + b — 
линейная функция.

Составим отношение :
Ах

А у  _ f(x  + Ах) -  Дх)
Ах Ах

_ а(х + Ах) + Ь -  ах -  Ь _
Ах

_ ах + а Ах + ЬАх - а х - Ъ  _
Ах

аДх=  = а.
Ах

Отношение —  постоянно и
Ах

равно числу а.
Поэтому пределом этого от­

ношения следует считать число 
a: f'(x) = а.

П роиз во дн ой  линейн ой  
функции будет постоянная  
функция,  равная коэффици­
енту при аргументе данной  
линейной функции.

Производная  
функции у  = х 2

3. у = Дх), где Дх) = х 2.
Ар 
Ах

Составим отношение — :

А у  _ /(х  + Ах) -  Дх) 
Ах Дх

(х + Дх) 2 -  х 2

Ах
х 2 + 2хДх + (Ах) 2 -  х 2 = 2х + Ах.

Дх

Если Ах —> 0, то первое сла­
гаемое остается одним и тем же, 
а второе переходит в нуль:

lim (2х + Ах) = 2х
Ад:—>0

— производная функции у = х 2 
равна линейной функции у = 2х. 
Символически это можно запи­
сать так: (х2)' = 2 х.
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Производная  
функции у  = х3

4. у  = f(x), где /(х ) = х3.
Проведем вычисления:

Ду _ (х + Дх) 3 - X s _
Ах Ах

_ х3 + Зх2Лх + Зх(Лх) 2 + (Лх) 3 -  х 3 
Ах

= Зх2 + ЗхДх + (Дх)2.
Переход к пределу в таком 

выражении не составляет труда: 
первое слагаемое постоянно (не 
зависит от Дх), а оба других  
стремятся к нулю. Получаем: 
(х3)' = Зх2.

(х п)' = п х п 1

f 1) TlU nJ x n+1

Производная сложной 
и обратной функций

• (f(g(x)))' = f'(g(x)) g'(x) — 
формула производной сложной 
функции;

• §'(х)  = — формула
Ш х ) )

производной обратной функции.

Вывод формулы 
для производной 

обратной функции

Пусть f  и g  — две взаимно­
обратные функции. Это, в част­
ности, означает, что /(g(x)) = х. 
Продифференцируем это тож ­
дество: f'(g(x))g'(x) = (х)' = 1 ,

ч  ч 1т. е. g  (х) = —------- г — это и есть
f{g(x))

формула для производной об­
ратной функции. Она имеет на­
глядный геометрический смысл.

Заметим, что эту формулу можно перепи­
сать так: (дГ")' = (-га)х™”"1. Видим, что она ана­
логична формуле производной степени с на­
туральным показателем. Можно объединить 
две формулы в одну, верную как при положи­
тельны х, так и при отрицательны х целы х  
числах: (х*)' = kxk~l . Формально она верна и 
при k = 0. Далее будет показано, что она вер­
на не только при целы х, но и при любых ве­
щественных k.

Почему выполняются 
сформулированные правила 
дифференцирования?

При доказательстве правил вычисления  
производной пользуются определением произ­
водной как предела отношения приращения 
функции к приращению аргумента, т .е . как 
предела средней скорости изменения функции. 
Посмотрим, как ведут себя средние скорости при 
арифметических операциях над функциями.

Возьмем две функции f u g ,  зафиксируем  
две точки х 0 и х. Среднюю скорость на интер­
вале от х 0 до х  запишем как иср.

1) Легко проверить, что иср( /  + g) = vcp(f) + 
+ vcp(g) и vcp(cf) = cvcp(f).

Д е й с т в и т е л ь н о  п о л у ч и м  v cp( f  + g )  =

( /+ g ) (x ) - ( /+ g ) (x 0) f ( x )+ g ( x ) - f (x 0) - g ( x 0)
x - x 0 x - x 0

-  + | W i i W  ,  „ . m +
x  -  x0 x  -  x0

Вторая формула проверяется столь ж е про­
сто.

Понятно, что при переходе к пределу долж­
но сохраняться то ж е соотношение. Это следу­
ет из правила вычисления предела суммы.

2) Средняя скорость произведения вычис­
ляется сложнее:

vcA fg )  =
( fg ) (x ) - ( fg ) (x 0)

х - х 0

_ / ( x ) g ( x ) - / ( x 0)g(x0)
х - х 0

Чтобы понять, какое нужно сделать преоб­
разование, вспомним такой прием:
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ab -  cd  = ab -  be + be -  cd =
= (a -  c)b + c(b -  d),

применив который, получим

= vcp(f)g(x)  + f (xQ)ucp(g).

При переходе к пределу (при х  -> х 0) нср(Л 
перейдет в f ( x 0), ucp(g) — в g '(x 0), g (x )  — 
в g (x 0), и мы получим требуемую  формулу. 
Однако в отличие от предыдущего случая эти 
переходы  требуют применения более глубо­
ких свойств пределов.

3) Вывод формулы для производной слож ­
ной ф ункции внеш не выглядит достаточно  
просто.

Пусть z  = f(g(x)).  Ф ункция 2 записана как 
композиция функций у  = g(x)  и 2 = Ду). Возь­
мем точки х 0 и х,  вычислим у 0 = g (x 0) и у  = 
= g(x), а также 20 = Ду0) и г  = Ду). Составим 
среднюю скорость z  на интервале от х 0 до х:

иср(2) = ——— . Умножим и разделим на у -  у0:
х - х 0

ucp( z )  =  • — —  =  v Ы у))»с р Ы * ) ) -
у -У о  х - х 0

При переходе к пределу равенство должно  
сохраниться:

z'(x) = z ' {y )y \x )  = f'(g(x))g'(x).

Функцию 2 можно понимать как функцию  
от у. Но неясно, можно ли при этом у понимать 
как независимую переменную. В частности, 
если х  -» х 0, то будет ли у -> у0.

Все эти детали подробно исследуются в об­
щей теории пределов, однако они не должны  
заслонять главного — как получить замеча­
тельные формулы для вычисления производ­
ных.

Это и было главным открытием создателей 
дифференциального исчисления, с которым  
нам и надлежит познакомиться.

Д етал ьн ое обосн ован ие всех  переходов  
было проведено через 150 — 200 лет после их 
открытия, и все это время формулы безотказ­
но служ или для получения новых глубоких  
результатов.

Графики взаимно-обратных 
функций у  = Дх) и у = g(x) сим­
метричны друг другу относи­
тельно прямой у = х.

Симметричными будут и ка­
сательные, проведенные в соот­
ветствующих точках (см. рису­
нок).

Угловые коэффициенты 
касательных

Угловые коэффициенты ка­
сательных — это тангенсы уг­
лов их наклона к оси х.

Так как эти углы в сумме
71равны —, то произведение их

тангенсов равно 1.
Это и означает, что произве­

дение значений производных 
функций f и g  в соответствую­
щих точках равно 1:

g '(* 0) f (y 0) = 1,

или g'(x0)f'(g(x0)) = 1.
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Вопросы и упражнения
■

1. Каковы правила перехода к пределу?
2. Как ведет себя производная при арифметических операциях над функциями?

3. Чему равна производная степенной функции у  = х"?
4. Операция дифференцирования линейна. Как вы понимаете смысл этих слов?
5. Напишите формулу дифференцирования сложной функции.

6 . Напишите формулу дифференцирования обратной функции.

З а н я т и е  5

Производные элементарных функций

Вычисление производных 
элементарных функций

Вы числение производной  
осуществляется по алгоритму, 
в основе которого лежит пони­
мание формулы, задающей функ­
цию, как цепочку последова­
тельного применения простей­
ших функций.

Таблица производных 
простейших функций

1) (хп)' = пхп
где п — натуральное число;

2 ) (е*)' = е*;

3) (sinx)' = cosx.

Из этих формул можно по­
лучить производные некоторых 
других часто встречающихся  
функций:

4) (хг)' = гхг
где г - 
гф  0.

рациональное число,

5) (ах)' = ах1па, а > 0, а ф 1;

Что нужно помнить, 
чтобы продифференцировать 
любую элементарную функцию?

Элементарные функции получаются из не­
скольких простейш их функций с помощью  
следую щ их операций:

• арифметические действия;
• построение сложной функции;
• построение обратной функции.
Как соединяется дифференцирование с эти­

ми операциями, нам уж е известно.
Напомним основные правила дифференци­

рования.
1. Линейность:

(a  f  + р g)' = а  f  + р g'.

2. Умножение и деление:

(fg)' = f g  + fg';

f_
\ g ;

f ' g - f g ' .
g*

в частности, ' 1 '
g

g
g 2 ’

Выведенные ранее формулы станут более 
простыми, если использовать значок ° для по­
ст р о ен и я  сл о ж н о й  ф у н к ц и и : в м есто  г  = 
= f(g(x)) писать без аргумента z  = f  ° g.
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Тогда формула для вычисления производ­
ной слож ной функции будет выглядеть сле­
дующ им образом:

( /  ° g)' = (/' 0 g) g', 

в частности, если g(x)  = kx + Ъ, то имеем: 

f(kx  + b) = kf'(kx + Ъ).

Если g  — обратная функция к f,  то форму­
ла для вычисления ее производной будет сле­
дующей:

g
f ' ° g

Почему имеют место 
приведенные формулы?

1. П роизводная  показат ельной функции.  
При вы числении производной показатель­
ной ф ункции ход рассуж дения такой: сна­
чала доказы вается, что для любой показа­
тельной ф ункции у  = а х производная п р о­
порциональна этой ф ун кц ии , т .е .  у' = k a x 
при некотором k.

При этом оказывается, что при изменении  
основания а  коэффициент k может принимать 
любые ненулевые значения.

Затем по определению число е находится  
как такое основание, при котором k = 1, т .е . 
(е*)' = ех.

2. П р о и з в о д н ы е  т р и г о н о м е т р и ч е с к и х  
ф ункций.  Зная производную синуса, можно 
легко получить производны е др уги х  тр и ­
гонометрических функций:

1) cosx  = sin  — х  
1 2

(cosx) = пsin| — X 
2

-cos -sinx;

т .е . (cosx)' = - s in x ;
. .  , s in x  2) tgX:

C O S X

(tgx)' = (sin x)'cosx  -  sinx(cosx)'
cos2x

6)

7)

8) 

9)

10)

11)

12)

13)

14)

(lnx)' = - ;  
x

(loga x)' =
x ln a

(cosx)' = -s in x ;

(tgx)' = -

(ctgx)' =

(arcsinx)' =

(arccosx)' = -

(arctgx)' =
1 + x 2 ’

(arcctgx)' = -
1  + x 2

Из формулы (e*)' = ex выво­
дятся такие следствия:

• ax = ekx, где k = In a. 
Следовательно, (a*)' = (e**)' = 
= kehx = kax;
Л у 1 1• ln x  = —— = —, так как 
v ’ e x
lnx  = logex и функции у  = lnx

и x  = ey взаимно-обратные;

loga X = —! - 1пХ => (loga *)' = 
lna

Ina x x lna  
(xa)' = (ealn*)' = aealnx(lnx)' =

Это означает, что формула 
производной степени верна для 
любого действительного показа­
теля а  Ф 0 .

В частности,

И - И - И ’ д г
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1. у = X я -  2х2 + 5, 
у' = Зх2 -  4х.

х

П р и м е р ы

2 . у  = .

У =-

1 + х2’ 
х 2 + 1 - х - 2 х

( 1  + х 2 ) 2 ( 1  + х 2 ) 2

3. у  = Vx®, у  = - х ±  = f \ / x .
4 4

4. у = sin сох, у' = ю cos сох.
5. у  = sin 2x  + cos2x, 

у' = 2 cos2 x -  2 s in 2 x =
= 2 (cos2 x  -  sin 2 x).

6 . у  = esmx, у' = esm:ccosx.
sinx

7- У = -------,x
, x co sx -sin x  

У = --------- 2--------•X
8. у  = s in x 2,

г/' = cos x 2 -2 x = = 2 xcos x 2.
9 . у  = c tgx ,

f  co sx ) - s in 2 x - c o s 2 x
У Vsinx J 

1

1 0 . у = In sin x,
cosx= ------- = ctgx.
sinx

_ cos2 x  + sin 2 x _  1
cos2 x  cos2 x  ’

т .е . (tgx)' = —
cos x

Производные обратных тригонометриче­
ских функций.

1) (arcsin х)' = — -—- = —-— =
(siny) cos у

1 1
cos (arcsin x) y j l - x 2 ’

где у  = arcsinx и x  = sin y  — взаимно-обратные 

функции, т .е . (arcsinx)' = , ■;
1 V l-x2

2) (arctgx) =    =
(tgy)

= cos2 у = cos2 (arctgx) =
1 1

1 + tg 2 (arctgx) 1 + x 2 ’

где у = a rctgx  и x  = tg y  — взаимно-обратные

функции, т.е. (arctgx)' = -  г .
1 + x

Вывод производных основных функций — 
показательной и синуса требует значительных 
дополнительных усилий и не приводится.

^  Вопросы и упражнения

1. С помощью каких операций можно получить элементарную функцию, исходя 
из нескольких простейших функций?

2. Каковы основные правила дифференцирования?
3. Производные каких функций достаточно знать, чтобы с помощью правил диф­

ференцирования найти производную любой элементарной функции?
4. Какие функции можно выбрать в качестве простейших и каковы их произво­

дные?
5. Назовите устно производные следующих функций:

1) у = х 10; 4) У = -)=’, 7) y = sin^; 10) у = ctgx;
у / Х  *

2) у = —; 5) у = 2х; 8) у = 2 cos Зле; 11) у = arcsin х;
х

3) у  = л/ х ; 6) у = lgx; 9) у = -tg  х; 12) у = arctg2x.
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З а н я т и е  6

Применение производной к исследованию функций

Как связаны между собой свойства 
функции и ее производной?

1. М онотонность функции.
Пусть функция у  = / ( х)  монотонна на не­

котором промежутке и имеет производную у' 
в каж дой точке этого промежутка.

Если функция возрастает на промеж утке 
Т, то ее производная во всех точках этого 
промежутка больше или равна нулю:

f  71 => f'(x) > 0.

Если функция убывает на промежутке Т, 
то ее производная во всех точках этого про­
межутка меньше или равна нулю:

f  ^ => f ( x )  < 0.

Для применения производной важны об­
ратные утверждения.

Если на некотором промежутке производ­
ная положительна, то функция возрастает 
на этом промежутке:

f i x )  > 0 => f  71

Если на некотором промежутке производ­
ная отрицательна, то функция убывает на 
этом промежутке:

f { x )  < 0 => /  ^

Каков геометрический смысл сформулиро­
ванных правил? Он становится ясным, если 
посмотреть на график функции. У возрастаю­
щей функции касательная устремлена вверх, 
а у  убывающей — вниз.

Чтобы стал более ясным м ехани ческий  
смысл всех связей м еж ду свойствами функ­
ции и ее производной, объединим связи м еж ­
ду  понятиями математики и механики в таб­
лицу.

Монотонность функции 

Геометрический смысл

Проведем касательные к гра­
фикам функций:

у = ах2 + Ьх + с 
а < 0 => ветви параболы 

направлены вниз

у  = ах2 + Ьх + с
а > 0 => ветви параболы 

направлены вверх

У возрастающей функции 
касательная устремлена вверх 
(k > 0); у убывающей — вниз 
(k < 0);

k — угловой коэффициент 
касательной.
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2. Таблица связи между понятиями м ат ем ат ики  и механики

№
п/п Понятие на языке математики Обозначе­

ние Понятие на языке механики

1 Независимая переменная, аргумент X Время

2 Зависимая переменная, функция У Положение материальной точ­
ки Р,  ее координата

3 Зависимость у  от х,  функция

'нStIIа» Зависимость координаты точ­
ки Р  от времени. Закон дви­
жения материальной точки Р

4 Функция является постоянной у  = const Точка Р  стоит на месте, ее ко­
ордината постоянна

5 Функция возрастает (убывает) у * ( у х ) Точка Р  движется по оси у  
в положительном (отрицатель­
ном) направлении

6 Функция приняла максимальное 
(минимальное) значение при х = х0 
(по сравнению со значениями в 
близких точках)

Утах  (Z /m in )

при X  = Х 0

Точка Р  заняла самое высокое 
(низкое) положение (по срав­
нению с положением в близ­
кие к х0 моменты времени)

7 Производная у' = f'(x) Скорость (мгновенная)

8 Производная обратилась в нуль У' = о Точка Р  остановилась (ее ско­
рость равна нулю)

9 Производная положительна У'> о Скорость точки Р  положи­
тельна (точка Р  движется в 
положительном направлении)

1 0 Производная отрицательна у' < 0 Скорость точки Р  отрицатель­
на (точка Р  движется в отри­
цательном направлении)

3. Экст рем умы функции.
Н апомним, что экстремумами называют 

минимумы и максимумы функции, т .е . точ­
ки, где она локально  принимает наименьшее 
или наибольшее значение.

Термин локальн о  (местно) означает, что 
свойство выполняется вблизи  данной точки, 
а не на всей области определения.

Наименьшее (наибольшее) значение функ­
ции на всей области определения можно на­
звать гл о б а л ь н ы м  м и ни м ум ом  (м а к си м у ­
мом).

Сформулируем основной критерий локаль­
ного экстремума.
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Если гладкая функция имеет экстремум во 
внутренней точке промежутка Т, то в этой 
точке ее производная обращается в нуль:

х 0 — точка экстремума => f \ x 0) = 0.

Если в некоторой внутренней точке проме­
жутка производная обратилась в нуль и при 
прохождении через эту точку сменила свой 
знак, то в этой точке функция имеет экст­
ремум, т .е .

f ( x о) = 0 и меняет знак => 
х 0 — точка экстремума.

В сформулированном критерии говорится 
о двух свойствах производной — обращение 
в нуль в данной точке и смена знака при пе­
реходе через нее. Возникает вопрос: «Что про­
исходит, если производная, обратившись в 
некоторой точке в нуль, при переходе через 
нее не меняет знак?» Графические примеры  
приведены на рисунке. Простейшим формуль­
ным примером может служить функция у  = х 3, 
производная которой у' = Зх2 не меняет знака 
при переходе через точку х 0 = 0. Ясно, что в 
этом случае одного условия f'(x0) = 0 недоста­
точно для того, чтобы точка х 0 была точкой 
экстремума.

4. Выпуклость.  Наглядным свойством гра­
фика функции на некотором промежутке яв­
ляется его выпуклост ь.  Она может быть на­
правлена как вверх (например, у  функции  
у  = - х 2), так и вниз (у = х 2). Точка, в которой 
меняется характер выпуклости, называется 
точкой перегиба  функции. Если в этой точке 
провести касательную, то видно, что по одну 
сторону от точки перегиба график функции  
начинает уходить выше касательной (с этой 
стороны график становится выпуклым вниз), 
а по другую сторону — график уходит вниз 
(становится выпуклым вверх).

Выпуклость функции и смена ее характера 
легко определяются с помощью производной:

Точки перегиба Точки экстремума
функции производной

Характер выпукло- Характер монотон-
сти функции ности производной

Выпуклость

Выпуклость вниз

Выпуклость вверх



Сравнение по графику 
поведения функцииf  
и ее производной ?

У = / ' ( * )

(a ; f )  —  о б л асть  о п р ед е л е н и я  
ф у н к ц и и  /  и  п р о и зв о д н о й  

b,  d  —  т о ч к и  эк с т р е м у м а ;

/(&) = m a x ,

ЛЬ) = 0;
/(d) = min,

f ( d )  = 0 ,

т .е .  в т о ч к а х  э к с т р е м у м а  п р о и з­
в о д н а я  р а в н а  н у л ю .

Почему выполняются 
сформулированные связи 
между свойствами функции 
и ее производной?

Полное формульное (аналитическое) дока­
зательство требует развитой техники матема­
тического анализа, которая появилась при­
мерно на 150 лет позж е обнаружения полез­
ности производной для исследования функ­
ций.

Наиболее простым и убедительным аргу­
ментом может служить механическая интер­
претация производной как скорости. В этом 
варианте из приведенной ранее таблицы м ож ­
но извлечь необходимые объяснения.

Геометрическое толкование функции и ее 
производной достаточно убедительно, поэто­
му в дальнейшем будем его использовать.

Как на одном графике сравнить 
свойства функции и ее производной?

П ромежуток  
или точка Ф ункция f

П роиз­
водная

Г

(а; Ь) 71 > 0

Ъ m a x = 0

(Ь; d) Ц < 0

d m in = 0

(а ; с)
X ---------- х

Ц

с m in

(с; е) X ______X
71

е / m a x

(е; /) X ---------X
Ц

Точка перегиба
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Вопросы и упражнения
■

1. Назовите свойства производной, если функция:
1 ) возрастает на данном промежутке;
2 ) убывает на данном промежутке;
3) имеет максимум в данной точке;
4) имеет минимум в данной точке;
5) выпукла вверх на данном промежутке;
6 ) выпукла вниз на данном промежутке;
7) имеет перегиб в данной точке.

2. Назовите свойства функции, если ее производная;
1 ) положительна на данном промежутке;
2 ) отрицательна на данном промежутке;
3) обратилась в нуль в данной точке и при переходе через нее сменила знак с 

«—» на «+»;
4) обратилась в нуль в данной точке и при переходе через нее сменила знак с 

«+» на «-»;
5) имеет экстремум в данной точке;
6 ) монотонна на данном промежутке.

3. Является ли условие обращения производной в нуль достаточным условием экс­
тремума функции?

4. Как искать наибольшие и наименьшие значения функции, зная ее точки ло­
кального экстремума?

Занятие  7 
Прикладные задачи

Как используется в приложениях 
понятие производной?

1. Задачи на м аксим ум  — м иним ум .  Так 
традиционно называют задач и, в которы х  
нуж но найти наибольш ее или наименьш ее 
значение какой-нибудь величины. М атема­
тическая модель этой задачи обычно выгля­
дит так: строится функция у  = f(x), у которой 
нуж но найти наибольш ее или наименьш ее 
значение на фиксированном промежутке [а;
6]. Для реш ения задачи находят точки, «по­
дозр и тел ьн ы е» на эк стрем ум : это точки, 
в которых производная обращ ается в нуль; 
точки, в которых производная не существует 
(наруш ается гладкость ф ункции) и концы  
пром еж утка. Затем вычисляются значения

Наибольшее значение 
функции в точке х0

f ( x 0) — max 
f ( x 0) = О
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Наибольшее значение 
функции на конце 

промежутка

f(b) — наибольшее

В точке х„ производная 
не существует

Задачи 
на максимум — минимум

З адача  1

S = х(р -  х) 
S'(x) = р -  2х 

S'(x) = 0 о *  =

Наибольшую площадь среди 
прямоугольников данного пери­
метра имеет квадрат.

функции в этих точках и сравниваются м еж ­
ду собой.

З а д а ч а  1.  Среди прямоугольников данно­
го периметра найти тот, который имеет на­
ибольшую площадь.

Н адеем ся, что вам уж е известен ответ в 
этой древнейшей задаче — таким прямоуголь­
ником будет квадрат. Напомним ее аналити­
ческое решение. Пусть периметр прямоуголь­
ника равен 2р. Обозначим через х  длину од­
ной из сторон прямоугольника, тогда вторая 
сторона равна р  -  х.  Площ адь S  выразится  
функцией S  = х(р -  х),  заданной на промежут-

Рке [0; р]. S'(x) = р - 2 х .  S'(x) 0 <=> х  = —. Эта 
2

точка леж ит внутри заданного промежутка;
„2

. Так как S(0) = S(p) = 0, то в точкеEL
4

х  = — площадь принимает наибольшее значе-
2 р  рние. Если х  = то у  = — и  найденный пря­

моугольник является квадратом.
З а д а ч а  2 .  В данный шар вписать цилиндр 

наибольшего объема.
Обозначим через R  радиус шара, а через г 

и h соответственно радиус основания и высо­
ту вписанного цилиндра. Как видно из рисун-

h2
ка, выполняется соотн ош ен и е н г2 = R 2.

4
В ы числим  объем  цилиндра: V  = n r2h = 

nh3 
~4~'

Заметим, что h меняется в пределах от 0 
до 2R, причем на концах отрезка цилиндр вы­
рождается, объем его равен нулю.

Находим критические точки (точки, в кото­
рых производная обращается в нуль), считая

h переменной: V  = 0, nR2 -  —nh2 = 0, h = ^ 5 .
4 V3

При этом значении h объем будет макси-
4л

= л R 2h

2 2
мальным: Kmax = nr2h = kR 3 ■ — ■ - 7=

не

з 7з зТз^
З а м е ч а н и я .  1. Если считать переменной 

h, а г, то получим: h = 2\Ir 2 -  г 2 и V -  2ЛГ2 =
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= V-R2 - г 2. Находить производную V (как фун­
кцию от г) в этом случае стало бы труднее, но 
можно воспользоваться очевидным соображе­
нием: функции V  и V2 принимают наибольшее 
значение одноврем енно. Тогда м ож но рас­
смотреть новую ф ункцию  W  = V2 = 4л2г4 = 
= (R 2 -  г2) и без труда найти ее критические 
точки.

2. Ф ункции V, kV (k > 0), V + с, V2 (V > 0) 
принимают наибольшее значение одновремен­
но. Это позволяет при нахож дении произво­
дных убирать постоянные множители, слага­
емые и радикалы.

З а д а ч а  3.  Над центром круглого стола ра­
диуса г  висит лампа. На какой высоте h сле­
дует подвесить эту лампу, чтобы на краях сто­
ла получить наибольшую освещенность?

Из физики известно, что освещенность об­
ратно пропорциональна квадрату расстояния 
до источника света и пропорциональна сину­
су угла наклона луча света к освещаемой ма­
ленькой площадке:

E  = k - ^ ,
/г  + г2

где Е  — освещенность на краю стола, sincp = 
h

л/л2 + r 2
; h — расстояние от лампы до стола. 

hВместо ф ункции Е  = k ------------— рассмо-
(h2 + r 2) 2

1 h2трим функцию Т = — Е 2 = — -----— -. При этом
k (h2 + r 2)6

вместо h можно взять переменную z = h2 и най­
ти критические точки Т  как функции от z:

Z

Т' =

Т  ( Z  +  г 2 ) 3 ’

(z + r 2)3 - z - 3 ( z  + r 2)2 
(z + r 2)6

z  + r -  3z
(z + r 2)4 ’ 

и2
T  = 0, r2 -  2z  = 0, z  = ■

zj,
т .е . h2 = —  и h = —j=.

2 V2
И так, освещ енность максимальна, если

г  , h 1
= = , т .е . если tgcp = — = —f=.

V 2 г  V2

Задач а  2

0 < h < 2 R  
2 Rh = Vs-

Цилиндр, вписанный в шар, 
имеет максимальный объем

V = ----- R 3тах зТз

З а д а ч а  3

Максимальная освещенность 
достигается при следующих па­
раметрах:

гh =

h 1
tg(p = 7 = V ^

Ф * 32°.
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Нахождение скорости 
протекания процесса

З адач а  4
А  = A ( t )
ДА 
At

где N  — средняя мощность.

: N,

Задач а  5

Ат
~А1 = Р>

где р — средняя линейная плот­
ность.

где I  — средняя сила тока.

З адач а  7

Д А  |

Ах

Ах
где F — средняя сила.

2. Нахождение скорости протекания про­
цесса. Так как производная есть скорость ро­
ста функции, то всюду, где мы сталкиваемся 
с какой-либо переменной величиной, полезно 
рассматривать и ее производную — скорость 
ее изменения.

З а д а ч а  4 . Работа  (как функция времени). 
Если А  = A (t) ,  то средняя скорость изменения  

,  ААр а б о ты -----------есть средняя мощность, а про-
А t

изводная работы по времени — мгновенная  
мощность.

З а д а ч а  5. М асса тонкого стержня. Пусть
им еется  неоднородн ы й тонкий стер ж ен ь .
Если ввести координаты так, как показано на
рисунке, то можно рассмотреть функцию т =
= т(1) — массу части стержня от точки 0 до
точки I. «Средняя скорость» изменения Mac-

г. , ,  m (L ) -m (L )  _сы на отрезке [t1; 12] р а в н а    —. Ее на-

зывают в физике средней линейной плотно­
стью. Линейная плотность есть производная 
функции т, т .е . производная массы тонкого 
стержня по длине.

З а д а ч а  6. Заряд.  Пусть q = q(t) — заряд, 
переносимый электрическим током через по­
перечное сеч ен ие проводника за время t .
Средняя скорость переноса заряда есть и

At
называется средней силой тока. Если ток по- 

А q
стоянны и, то —  — постоянная величина

At
(и заряд q линейно зависит от времени). В об­
щем случае производная от заряда по време­
ни есть сила тока: I(t)  = q'(t).

З а д а ч а  7. Работ а.  Приращ ение работы 
АА на малом участке перемещения Ах можно 
представить как произведение силы F, кото­
рая хотя и зависит от х,  но ее можно считать 
постоянной на малом отрезке, на перемеще­
ние Ах: АА -  F Ах.

Следовательно, среднее значение силы есть 
АА
 , а сама сила — производная работы по
Ах

перемещению.
З а д а ч а  8 .  Давление.  Обычно под этим тер­

мином понимают отношение сил к площади
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поверхности, на которую эта сила действует. 
Более точно необходимо рассматривать нор­
мальную составляю щ ую  силы AFn, и тогда

AFnдавление представляется как р  = L, т. е.

давление можно понимать как производную  
силы по площ ади. Однако сила давления за­
висит не только от площади AS, но и от ее ме­
стополож ения (например, в сводках Гидро­
метцентра м ож но услы ш ать, что давление  
воздуха в Москве 760 мм рт. ст., а в Санкт- 
Петербурге — всего 735 мм рт. ст.).

З а д а ч а  9 .  П роизводит ельност ь т руда.  
Важнейш ей экономической характеристикой  
производства является рост производительно­
сти труда. Темпы роста производительности  
труда — это производная производительности 
труда по времени.

З а д а ч а  10. Успехи в учебе. Обсуждая успе­
хи своего ученика, учитель математики так 
отозвался о нем: «Он очень мало знает, но у  
него положительная производная». Все поня­
ли, что имел в виду учитель — скорость при­
ращения знаний у ученика положительная, 
т .е . его знания возрастут. Подумайте, как вы 
могли бы охарактеризовать три разные кривые 
роста знаний, изображенные на рисунке.

3. В т орая производная.
1) Ускорение. Ускорение по своему смыслу 

есть ск орость и зм ен ен и я  ск ор ости . Если  
функция v = v(t)  задает скорость движ ения  
точки по прямой, то производная этой функ­
ции есть ускорение: a(t)  = v'(t).

Если задана координата х  = x(t)  точки, то, 
чтобы найти ускорение, надо сначала продиф­
ференцировать функцию  х  и получить ско­
рость о, а затем ещ е раз продифференциро­
вать и получить ускорение. Поэтому ускоре­
ние называют второй производной пут и  (пе­
ремещ ения ) по времени  и обозначают так:

a(t)  = x"(t).

Ускорение движ ения, когда координата х  
зависит от времени квадратично, постоянно 
и равно удвоенном у коэф ф ициенту при t 2. 
И з м ехани ки  известно и обратное — если  
ускорение постоянно, то перемещ ение зави­
сит от t  по квадратичному закону. Если уско-

гд е р

Р - ^
AS

давление.

Задача  10

Вторая производная

П р и м е р ы

1 . x(t) = kt,
v(t) = x'(t) = k, 
a(t) = x"(t) = 0 .

Такое движение называется 
равномерным, ускорение в этом 
случае равно нулю.

2. x(t) = A t 2 + Bt  + С, 
v(t) = x'(t) = 2 A t  + В,  
a(t) = x"(t) = 2 A.

Такое движение называется 
равноускоренным.

Задача  8
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3. x(i) = - i - ,  
t + C

v(t) = x'(t) =   —-,
(t + C)2

2a(t) = x (t) = --------
(t + C) 3

Такое движение называется 
равнозамедленным.

Мы видим, что направление 
уск ор ен и я  п ротивополож но  
направлению движения, а мо­
дуль ускорения убывает очень 
быстро.

Геометрический смысл 
второй производной
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рение равно а, скорость при t  = 0 равна и0, 
а положение точки в начальный момент вре­
м ени есть х 0, то путь задается  ф орм улой

x(t) =  ~ a t 2 +  v o t  +  x o-  Это объясняет смысл коэф­

фициента в квадратичном законе движения.
С помощью второго закона Ньютона, зная 

ускорение, можно узнать, как изменяется со 
временем сила F = та.

2) Второй закон  Н ьют она.  С движением  
точки по некоторой кривой связан ряд век­
торных величин. Важнейш ие среди них: г — 
радиус-вектор, характеризующ ий положение 
точки; v  — скорость точки; а — ускорение.

М ежду вектором ускорения а и вектором 
силы F, действующей на точку массой т, есть 
соотношение, являющееся одним из основных 
в механике: та = F (второй закон Ньютона).

Если вспомнить, что ускорение является 
второй производной положения точки, то на 
соотнош ение та = F  мож но посмотреть как 
на дифференциальное уравнение движ ения. 
В простых случаях из него можно получить 
зависимость вектора г от времени t.

3) Геометрический смысл второй произ­
водной.  Мы уж е отмечали, что понятие вы­
пуклости функции тесно связано с поведени-
ем производной, 
по графику.

Эту связь легко проследить

Функция 
выпукла вверх Производная возрастает

Функция 
выпукла вниз

<+> Производная убывает

Точка перегиба <-+ Экстремум производной

Так как необходимым условием экстремума 
функции является обращение ее производной 
в нуль, необходимым условием перегиба фун­
кции будет обращение в нуль производной от 
ее производной, т .е. второй производной функ­
ции.

П р и м е р .  Найти точки перегиба функции 
у  = х 3 -  Зх.

Вычисляем производные: у' = Зх2 -  3, у" = 
= 6х , у" = 0 <=> х  = 0, т. е. график функции име­
ет перегиб в начале координат.



Вопросы и упражнения
■

1. Какой прямоугольник данной площади имеет наименьший периметр?
2. Какие величины являются производной:

а) работы по перемещению;
б) работы по скорости;
в) электрического заряда по времени;
г) силы по переменной площади?

3. Каков механический смысл второй производной?
4. Каков геометрический смысл второй производной?
5. Как найти точки перегиба графика функции?
6 . Если вторая производная обратилась в некоторой точке в нуль, обязательно ли 

график имеет в этой точке перегиб?

З а н я т и е  8 

Первообразная

Что такое первообразная?

1. Определения. Операция, обратная диф­
ференцированию , называется и нт егри рова­
нием. С помощью этой операции для функции 
у  = fix),  вычисляется новая функция у  = F(x), 
производная которой равна функции f: F'(x) = 
= fix).  Такая функция F называется первооб­
разной  функции f.

Так как производная постоянной функции  
равна нулю, то (F + С)' = F' + С'= /  + 0 = А Это 
означает, что если F — одна из первообразных 
функции / ,  то и сумма F + С, где С — посто­
янное число, такж е будет первообразной А

Задача интегрирования возникает в про­
ц ессе  п о и ск а  н ек о т о р о й  ф у н к ц и и  F при  
известной ее производной f.  И звестно, что 
производная площади S  подграфика функции 
f  равна самой функции f. Следовательно, для 
нахож дения S  нуж но искать первообразную  
известной функции А

2. Свойства первообразной. Свойства пер­
вообразной  — эт о сво й ст ва  производной ,  
только переписанные в обратном порядке. 
Исключение составляет свойство 2, которое 
означает, что функция, производная которой 
тождественно равна нулю, обязательно явля­
ется константой. Это свойство очевидно, так

И н т е г р и р о в а н и е  — опера­
ция, обратная дифференци­
рованию

У = fix)
У = ^(*)

F \x )  = fix)
Fix)  — первообразная 

функции f(x)

Свойства первообразной

1. Если F — первообразная 
функции / ,  то функция F + С, 
где С — константа, также явля­
ется первообразной той же функ­
ции f .

2. Обратно, если Fx и F2 — 
две первообразные одной и той 
же функции Д то они отличают­
ся на постоянное слагаемое: 
Fi = F2 + С.

3. Если F и G — первообраз­
ные функций f  и g,  то сумма 
F + G является первообразной 
функции f  + g.

4. Если F — первообразная 
функции А то Cf  является пер­
вообразной функции Cf (С — 
постоянное число).
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Неопределенный интеграл

Совокупность всех первооб­
разных F функции f(x), опреде­
ленных на некотором проме­
жутке.

Обозначение:

\f(x)dx.

Итак, согласно определению,

\f(x)dx  = Л *) + С,

где F(x) — какая-либо первооб­
разная функции f(x); С — про­
извольная постоянная.

Таблица интегралов

№ \f(x)dx

1 x + С

X - x 2+C
2

хп (п * 1) xn+1 „ n * 1 + С
n + 1 (x * 0)

1
X

ln|x| + С

ех ex + С

1
X2

- -  + C
X

(kx + Ъ)п
п * -1

1 (kx + b)n+1 _—-------- —̂  + C
k n + 1

1 1 1 ,C
(kx + b)2 k kx + b

1
Vfcts-t- b

—Jkx + b +C 
k

slkx + b
1 2  ------ (kx + b) 2 +C
k 3

как с точки зрения механики производная — 
это скорость. Если скорость тела равна нулю, 
то тело находится в покое.

Как вычисляют первообразную?

1. Операция диф ф еренцирования совер­
ш ается формально — нуж но запомнить н е­
сколько правил, и их будет достаточно для  
н ахож ден и я  производны х. Н е так обстоит  
дело с интегрированием: например, нет фор­
мулы для интегрирования произведения и 
частного ф ункций. П оэтому составлены об­
ш ирны е таблицы  интегралов (п ервообраз­
ных) и появляется новая задача — научить­
ся преобразовывать вычисляемые интегралы  
в табличные.

2. Одна и та ж е функция f  имеет бесконеч­
но много первообразных, но все они друг от 
друга отличаются на константу. Знаком нео­
пределенного интеграла |  обозначается какая-  
либо из первообразных. Отсюда ясно, что вся­
кие равенства с использованием знака J надо 
понимать с точностью до постоянного слагае­
мого. Чтобы помнить это, при вычислении  
первообразных пишут какую-нибудь из них, 
а затем добавляют постоянную С.

3. Л и н е й н а я  за м ен а  перем енной.  Пусть  
F  — первообразная для функции f. Тогда

\ f (k x  + b)dx  = + b) + C.

Отметим полезны е сл едств и я , которы е  
можно внести в таблицу интегралов:

f(x) \f(x)dx

1------ , x > a
x - a

ln(x -  a)

ax = exlna 
(a ><p, o # l )

1 x---- ax
In a

sin(cox + a) — cos(cox + a)
CO

cos(cox + a) —sin(cox + a)
CO
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Почему первообразная обозначается 
с помощью знака интеграла?

Мы не стали подробно объяснять, как и по­
чему записываются и вычисляются интегра­
лы. Но читатель, конечно, обратил внимание 
на запись первообразной в таблице в виде 
J/(x)dx. Эта запись традиционна, и объяснить 

ее происхождение несложно. Для нахождения  
первообразной F  необходимо знать линейную  
часть ее приращ ения, которая назы вается  
диф ф еренциалом  и обозначается через dF.  
Дифференциал функции F  является линейной 
функцией от приращения аргумента, т .е . от 
d x ,  и записы вается в виде dF  = k d x ,  где к 
и есть производная функции F. Поэтому под 
знак интеграла ставится не только произво­
дная, но и ее произведение на dx.  Операция 
интегрирования в чем-то аналогична операции 
суммирования, и знак \ напоминает букву S, 
которой обычно обозначают суммы. Подроб­
нее об этом пойдет речь в следующей главе.

Вопросы и упражнения
■

1. Что такое первообразная данной функции?
2. Как различаются между собой первообразные одной и той же функции?
3. Назовите первообразные простейших элементарных функций.
4. Как меняется первообразная при линейной замене аргумента?

|Щ  Е£С£ДА
Формула Тейлора

Общие сведения

При нахождении касательной мы использовали представление функ­
ции у  = f(x) в виде суммы членов, пропорциональных степеням рассто­
яния от точки х  до точки х 0:

f(x) = k0 + к г(х -  х 0) + k2(x -  х 0)2 + k3(x -  х 0)3 + ...

Такого рода представления связывают с именем английского мате­
матика Б. Тейлора, современника И. Ньютона.

Если сама возможность записанного разложения не вызывает сомне­
ний, то коэффициенты к0, кх, к2, ... находятся легко по правилам диф ­
ференцирования степеней:

1. |3x2dx = ? j -  + C = 

= х3 + С. 
2. |(2х + 5)dx = х2 +5х + С.

3. J(x2-4 x  + 3)dx = 

= —  - 2 х 2 + 3 х + С. 
3

г dx 
4 ' Дх + 1)2 "

=  Ц - + С.
х  + 1

5. f d x .  = [ ( 7 - 5 x )* d x  =  
3 77 -  Ьх 3

= - - 7 7 - 5  х+С.
5

2 -6. Jy/xdx = —х 2 +С.

П рим еры .
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((х -  х 0)")' = п ( х -  Хо)" Ч

Подставим в написанное равенство х  = х 0. Все слагаемые справа, кро­
ме k0, обратятся в нуль. Получим Д х0) = k0. Возьмем производную сле­
ва и справа. Получим

f  (х) = k r + 2k2(x  -  х 0) + З*3(х -  х 0)2 + ...

Подставляя х  = х 0, получим f'(x0) = Дифференцируем еще раз и 
потом снова подставляем х  = х 0. Получаем: f"(x) = 2k2 + 6fe3(x  -  х 0) + ...; 
/"(х0) = 2k2.

Этот процесс можно продолжать неограниченно. Мы вычислили ко­

эффициенты разлож ения Тейлора: k0 = Д х 0), k x = f'(x0), 1% = ^ / ' ( x 0), 

h = \ r { x o), ...

Формула Тейлора может заменить принцип линеаризации, сформу­
лированный при доказательстве свойств функции. Запиш ем ещ е раз 
разложение Д х), подставив значения коэффициентов:

Д х) = Д х 0) + /'(х0)(х -  х„) + - - у ° - - ( х - х 0)2 + ...

Например, разберем, что происходит с функцией f  вблизи точки х 0, 
если f'(xо) = 0 (выполнено необходимое условие экстремума). Функцию  
можно разложить так:

/ ( х )  =  / 7( х 0 )  +  ^ / " ( * о ) ( * - * о ) 2 + - - -

Если /"(х0) * 0, то значения Д х) близки к значениям квадратичной 

функции у  = Д х 0) + ^ /" (х0) ( х - х 0)2, которая имеет минимум или мак­

симум в точке х  = х 0 в зависимости от знака коэффициента при х 2 (т. е. от 
знака Г (х 0)).

Если Г (х 0) = 0, но f" \x о) # 0, то значения Д х) близки к значениям
1 зкубической функции у  = / ( х 0) + —Д (х 0) ( х - х 0) . Ясно, что эта функция

имеет перегиб в точке х  = х 0.
Аналогично с помощью формулы Тейлора можно разобрать условие 

выпуклости функции. Формула Тейлора очень полезна для приближен­
ного вычисления функций, так как эти приближения происходят с по­
мощью очень простых функций — одночленов вида kn(x -  х 0)л.

Некоторые полезные разложения по формуле Тейлора

Разлож ения по формуле Тейлора записаны в точке х 0 = 0:

• Vl + x = 1+—х ~ — х2 + ...;
2 8

• x/l + х  = 1  + — х -  — ^ х 2 + ...;
га 2пг
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Вычислить приближенно корень кубический из 10. 
Сначала выполним преобразование:

10 = 8 + 2 = 8 (1 + 0,25);

6
П р и м е р

т  = ^8(1 + 0,25) = 2^1 + 0 ,25.

Чтобы вычислить (1 + 0,25)з , не нуж но помнить формулу Тейлора. 
Достаточно знать формулу производной степени: (хг)' = гх г~1, верную не 
только при натуральных, но и при любых рациональных г. Напишем  

1
разложение (1 + h)3 по степеням h:

1
(1 + А)8 = 1 + fej/г + йаЛ2 + йзЛ3 +...(*)

Для нахож дения коэффициентов къ k2, k3, ... будем дифференциро­
вать обе части равенства (*) по h и подставлять h = 0.

I 1 ,
- ( 1  + Л)з =1^ + 2k2h + Zk3h2 +...;

Ь  = - .
3

Первое приближение а 1 к числу x/lO мы уже получили: аг = 2  ̂1 + - 0 ,25  j =
= 2,1667.

Дифференцируем равенство (*) еще раз, чтобы улучшить приближ е­
ние:

1 ( 2 2
(1 + /г) з = 2 k2 + 6k3h +...;

k2
9

Получаем следующ ее приближение:

а2 = Оу + 2fe2(0,25)2 = 2,1667 - 1  0 ,0625 = 2,1528.

Если нужно еще улучшить приближение, то можно вычислить k3 тем 
ж е приемом.

Первые десятичные знаки числа х/Н) таковы: \/1о = 2 ,15443...
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1 0 Интеграл и его применение

Занят ие  1 
Площади плоских фигур

Аддитивность

Инвариантность

Нормированность

S(F) = 1

Каковы основные свойства площади?

1. И зм ер ен и е  п лощ ади.  При изм ерении  
площади фигуры F  получается число S(F) > 0. 
За единицу площади (масштаба) принимается 
квадрат со стороной, равной единице длины.

Основное свойство площади — ее аддитив­
ность: если фигура F разбита на две непере- 
секающ иеся части F l и F2, то площадь фигу­
ры F складывается из площадей ее частей.

Площадь можно описать аксиоматически,  
т.е.  выделить некоторые основные ее свойст­
ва, из которых получить другие свойства и фор­
мулы, необходимые для вычисления площади.

2. Аксиом ы  площади.
1) А ксиом а положительности.
Площ адь S  каж дой измеряемой плоской

фигуры F есть неотрицательное число:
S(F) > 0.

2) А ксиом а аддитивности.
Если фигура F разбита на две части F x и F2, 

то площадь всей фигуры F равна сумме пло­
щадей ее частей: S(F) = S (F ,) + S(F2).

3) А ксиом а инвариант ност и.
Равные фигуры имеют равные площ ади, 

т. е. из
F ^ F 2 => S(Fх) = S(F2).

4) А кси о м а  норм ированност и.  Площадь 
единичного квадрата принимается равной еди­
нице: F — квадрат со стороной 1 => S(F) = 1.
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Из аксиом площади можно логически вы­
вести новые свойства.

3. М онот онность площади.  Если фигура 
F 1 является частью фигуры F2, то ее площадь 
не более площади всей фигуры F2: Fx с  F2 => 
=5. S(F X) < S(F2).

Д оказат ельст во.  Пусть F3 — разность фи­
гур F2 и F3. По аксиоме аддитивности S (F 2) = 
= S(-Fj) + S (F 3). По аксиоме положительности  
S(F3) > О, поэтому S(F2) > S(FX), что и требо­
валось доказать.
I Аксиома аддитивности нуждается в уточ­
нении. Когда говорят, что фигура F разбива­
ется на две части Fx и F2, то имеется в виду, 
что каждая точка фигуры F попадает в одну 
и только одну из частей F x или F2. Используя  
символы теории множеств, можно записать, 
что F = F x \j  F2 vi F x г\ F2 = <Z). Однако, когда 
мы разбиваем плоскую фигуру F на две части 
какой-либо линией, то неясно, к какой из час­
тей отнести точки этой линии. Конечно, хо ­
телось бы под фигурами Fx и F2 понимать за­
мкнутые фигуры, т .е .  фигуры, содерж ащ ие  
все свои граничные точки. Но тогда точки об­
щ ей границы будут засчитаны дваж ды . На 
практике это несущ ественно, так как пло­
щ адь границы  д ол ж н а  быть нул евой , что 
можно легко доказать для отрезка и других 
простых границ.

4. И зм енение площади при подобном пре­
образовании. Если фигуру F преобразовать в 
подобную ей фигуру F' с коэффициентом по­
добия k, то площадь новой фигуры S(F') свя­
зана с площадью исходной фигуры S(F) соот­
ношением S(F') = k2 S(F).

Монотонность площади

F1 <= F2 
S(FX) < S(F2)

Изменение площади 
при подобном преобразовании

S(F') = k2S(F)

Какие известные формулы для вычисления площади 
полезно вспомнить?

№
п/п Фигура Формула Рисунок

1 Прямоугольник S = ab

Ь

а
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Окончание таблицы

№
п/п Фигура Формула Рисунок

9 Круг II Я So

( • R

10 Круговой сектор
S = - I R  = - R 2 а 

4 2

1 = Да ГУКуу
Вопросы и упражнения

■
1. Какие свойства площади можно принять в качестве аксиом?
2. Что такое аддитивность площади?
3. Приведите примеры свойств площади, которые можно вывести из аксиом.
4. Запишите формулы для вычисления площади треугольника, круга, прямоу­

гольника, параллелограмма, трапеции.

Занят ие  2 
Теорема Ньютона — Лейбница

Что нужно сделать, чтобы 
применить идеи теории функций 
к вопросам измерения?

1. М ет од исчерпывания А рхим еда .  П ло­
щадь прямоугольника нам известна исходя  
из самого смысла понятия площади. Зная ее, 
легко вычислить площади треугольника, а за­
тем и любого многоугольника, используя ад­
дитивность площ ади. Площадь криволиней­
ной фигуры естественно измерять приближен­
но, с помощ ью сетки из многоугольников. 
П ереход от приближенных вычислений пло-

Историческая справка

Метод исчерпывания 
Евдокса  

Метод исчерпывания при вы­
числении площадей криволи­
нейных фигур впервые исполь­
зовал древнегреческий матема­
тик талантливый астроном, гео­
граф, врач, философ и оратор 
Евдокс Книдский (ок. 408 — ок. 
355 гг. до н. э.).

Метод позволил совершать 
предельные переходы и стал осно­
вой античной теории пределов.
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Архимед 
(ок. 287 — 212 гг. до н .э.)

Древнегреческий математик 
и физик.

Разработал методы вычисле­
ния площадей, поверхностей и 
объемов различны х фигур и 
тел, а также разработал спосо­
бы проведения касательных и 
нахождения экстремумов, пред­
восхитивших дифференциаль­
ное и интегральное исчисле­
ния.

Идея переменной площади

щади к точным связывают с именем А рхим е­
да (III в. до н.э. ) ,  предложившим некоторый 
тип предельного перехода, который стал на­
зываться «методом исчерпывания». С помо­
щью этого метода А рхимед, например, пред­
ложил формулу для вычисления площади па­
раболического сегмента. На современном языке 
Архимед сумел найти сумму бесконечной гео-

1метрической прогрессии со знаменателем —.

Метод А рхим еда применялся многократно, 
но каждый раз он требовал специальных при­
емов для «исчерпывания», т.е.  для перехода  
к пределу.

В конце XVII в. была открыта связь между  
вопросами измерения и теорией функций. Эта 
связь в ее простейшем виде сформулирована 
в виде теоремы, которой дали имена осново­
п ол ож ни ков  м атем атическ ого ан ал и за  — 
Ньютона и Лейбница.

2. И дея переменной площади. В основе те­
ории функций леж ит понятие переменной, 
т.е.  некоторого процесса, движ ения. Как за ­
ставить меняться фигуру, площадь которой  
требуется измерить?

Прежде всего поместим фигуру на коорди­
натную плоскость и потребуем, чтобы было 
известно уравнение, которым связаны коор­
динаты точек границы  фигуры.

Например, если круг радиуса R  поместить 
на координатную плоскость хО у  с началом в 
центре круга, то уравнение окружности, огра­
ничивающей этот круг, запиш ется в виде за­
висимости х 2 + у 2 = R 2. Чтобы перейти от за­
висимостей к функциям, можно разбить гра­
ницу фигуры на две части — «верхнюю» и 
«нижнюю ». Так мы придем к понятию «кри­
волинейной трапеции».

Пусть на координатной плоскости дан гра­
фик неотрицательной функции у  = f(x), задан­
ной на отрезке [о; &].

К р и в о л и н е й н о й  т р а п е ц и ей  назы вается  
фигура, ограниченная графиком функции  
у  = f(x), прямыми х  = а и х  = Ь и  осью абс­
цисс. V "

- J
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Иногда так построенную криволинейную  
трапецию называют подграфиком  функции  
у  = f(x), х  е [а; 6].

Теперь можно, не меняя задание функции  
формулой у  = f(x),  начать изменять пром е­
жуток, на котором она определена. Чтобы уп­
ростить ситуацию, можно зафиксировать ле­
вый конец промежутка а и менять правый х,  
т .е .  рассмотреть криволинейную  трапецию  
для функции f, заданной на промежутке [а; х] 
(х  меняется от а  до Ь). Можно сказать, что мы 
двигаем правую стенку криволинейной тра­
пеции и получаем меняющуюся фигуру. Обоз­
начим ее площадь через S (x). Мы связали с 
функцией у  = /(х ) новую функцию у  = S (x) — 
площадь переменной криволинейной трапе­
ции. Площадь исходной (постоянной!) фигуры 
является значением  ф ункции S  при х  = Ь: 
S  = S(b).

3. Скорость рост а переменной площади. 
В простейшей формулировке теорема Ньюто­
н а — Л ейбница утверж дает, что скоростью  
роста ф ункции у  = <S(x) является функция  
у  = Дх) ,  т .е .  производной функции у  = S (x) 
есть функция у  = Дх): S'(x) = f(x).

Таким образом, задача нахождения площа­
ди переменной криволинейной трапеции ока­
залась обратной задаче дифференцирования  
функции. Зная функцию, определяющую гра­
ницу фигуры, нуж но найти функцию, произ­
водная которой равна этой функции.

Используя понятие первообразной, можно 
сказать, что площадь переменной криволи­
нейной трапеции, ограниченной графиком  
функции у  = Д х), является первообразной для 
функции / ,  точнее «одной из первообразных» 
функции / ,  так как функция имеет бесконеч­
но много первообразных.

4 . Ф орм ула  Н ью т о н а  — Л ей б н и ц а .  Р а с­
смотрим неотрицательную функцию у  = Д х), 
заданную  на пром еж утке [а; 6]. П усть у  = 
= F (x) — произвольная первообразная функ­
ции / ,  т .е .  пусть F 't*) = Д х).

Площадь S  криволинейной трапеции, об­
разованной функцией f  на отрезке [а; Ь], рав­
на приращ ению  первообразной этой ф ун к­
ции

Площадь / 
криволинейной 

трапеции

аАВЬ — криволинейная 
трапеция (подграфик 

функции у = f(x))

Переменная
площадь

S'(x) = Дх)

F'(x) = f(x)
V

S(x) = J f(x)dx  + С

203



Формула Ньютона— Лейбница S  = F(b) -  F(a)
S = F(b) -  F(a)

l Вычисление площади 
с помощью формулы 
Ньютона — Лейбница

S=Jf(x)dx-jg(x)dx

Вычисление площади криво­
линейных фигур проводят по 
следующему алгоритму:

• шаг 1 — расположить фи­
гуру на координатной плоскос­
ти хО у  (в упраж нениях этот 
шаг часто уже проделан);

• шаг 2  — выразить площадь 
фигуры через площади криво­
линейных трапеций, используя 
свойство аддитивности площа­
ди;

• шаг 3 — вычислить пло­
щади криволинейных трапеций 
с помощью формулы Ньютона— 
Лейбница, помня, что она была 
получена для неотрицательных 
функций.

— формула Ньютона — Лейбница.
Если знать, что площадь переменной кри­

волинейной трапеции, т. е. функция у  = S (x), 
является одной  из первообразных, то полу­
чить формулу Ньютона—Л ейбница, верную  
для любой  первообразной, легко. Д ействи­
тельно, искомая площадь S  равна значению  
функции у  = S (x ) в точке х  = Ъ, т. е. S  = S(b).

С другой стороны, нам известно, что любые 
две первообразные одной и той ж е функции  
различаются на константу, т .е .  сущ ествует  
число С такое, что F(x) = S(x) + С при любом х.

Подставим в это равенство х  = а.  Число  
S(a) равно нулю, так как «трапеция», задан­
ная на отрезке [а; а], сводящемся к точке, яв­
ляется отрезком , площ адь которого равна  
нулю. Итак, F(a) = 0 + С = С. Получаем

S  = S(b) = F(b) -  С = F(b) -  F(a), 

что и требовалось доказать.

Почему выполняется утверждение 
о скорости роста переменной 
криволинейной трапеции?

Для доказательства теоремы о скорости ро­
ста площ ади поступим так, как всегда п о­
ступают при вычислении производной.

Зафиксируем значение аргумента х  и да­
дим аргументу приращение Ах.

В ы числим  пр и ращ ени е ф ун кц ии : AS = 
= S (x  + Ax) -  S(x).  На рис. а видно, что прира­
щ ение площ ади есть площ адь подграфика  
функции / ,  определенной на отрезке [х; х  + 
+ Ах].

Если Дх достаточно мало, то площадь вы­
деленной на рисунке криволинейной трапе­
ции мало отличается от площади прямоуголь­
ника со сторонами f(x) и Ах, т. е. можно запи­
сать приближенное равенство

AS * /(х)Ах.

Отсюда делаем вывод, что « f(x),  т .е .
Ах

производная функции S  равна функции / ,  что 
и утверждалось в теореме.
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В доказательстве теоремы мы использова­
ли такое соображение: если отрезок [х; х  + Ах] 
достаточно мал, то площадь подграфика функ­
ции f  на этом отрезке мало отличается от про­
изведения /(х)Лх.

Но если в точке х  функция f  имеет разрыв, 
то это неверно, что хорошо видно на рис. б.

Поэтому в формулировку теоремы о скоро­
сти роста площади необходимо добавить тре­
бование непрерывности функции / .

И н т егр а л ь н а я  зап ись  формулы. Н ью т о ­
н а — Лейбница.  Пусть дана функция у  = f(x),  
определенная на пром еж утке [о; 6].

И нт егралом  от этой функции называется 
некоторое число, различные определения ко­
торого будут рассмотрены в беседе, приведен­
ной в конце главы.

Традиционно определенный интеграл обоз­
начается следующим образом:

J7(x)dx.

Примем сейчас одно из возможных опреде­
лений интеграла: инт еграл р а вен  приращ е­
нию первообразной F, т .е . возьмем за основу 
формулу:

b\f (x )d x  = F(b) -  F(a).

Формулу Ньютона—Лейбница для вычис­
ления площади криволинейной трапеции те­
перь можно записать в интегральной форме:

ь
S  = j/(x )d x .

Интегральная запись нам будет удобна для 
вы числения площ адей. П ереведем  в ин те­
гральную запись некоторые уж е известные 
нам свойства первообразной:

• независим ост ь от выбора первообраз­
ной', 

ь
J/(x)dx мы определили как приращ ение

первообразной, не уточнив, какую первооб­
разную имеем в виду.

Доказательство теоремы 
о скорости роста площади

Формула Ньютона— Лейбница 
(в интегральной форме)

\ f(x)dx = F(b) -F{a)

П р и м е р ы
1. Найти площадь параболи­

ческого сегмента(задача Арх и­
меда).

Под параболическим сегмен­
том понимают фигуру, ограни­
ченную параболой и отрезком, 
перпендикулярным ее оси сим­
метрии.

Выберем систему координат 
так, чтобы парабола записалась 
уравнением у = х2, а отрезок со­
единял точки ( - 1 ; 1 ) и (1 ; 1 ).

Тогда площадь сегмента за­
пишется в виде интеграла, ко­
торый легко вычисляется:

1 уЭ
S = J x 2d x  = — 1 1 2

~ 3  + 3 ~ 3 -
То, что гениальный Архимед 

вычислял путем сложных рас-
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суждении, мы получили прак­
тически устно.

2. Найти площадь одной арки 
синусоиды.

Искомая площадь

S = Jsinxdx = -cosx|* =1 + 1 = 2. 
о

3. Найти площадь фигуры, 
заключенной между дугами па­
рабол у  = х 2 и у = у[х.

Данная фигура ограничена 
графиками двух функций:

1
Дх) = = х 2 и g(x) = х 2.

Искомая площадь:
1 1 1 

S = f x 2dx  -  Jx2dx =

2х~2
3

х
"3

2 1 1
3 3 ~ 3'

Однако приращение  первообразной (одной 
и той ж е функции) на отрезке не зависит  от  
выбора первообразной.

Действительно, если Д  и F 2 — две перво­
образные, то существует константа С такая, 
что тождество Д (х )  = F2(x) + С верно для лю ­
бого х.

Вы числяем: Д (Ь ) -  Д ( а )  = (F2(b ) + С) -
-  (F2(а) + С) = F2(b) -  Д ( а );

• аддитивность:

jV(x)dx + j7"(x)dx = J/(x)dx.
a b a

Приведенное определение интеграла дела­
ет эту формулу очевидной: (F(b) -  F(a)) + (F(c) -
-  F(b)) = F(c) -  Д о );

• линейность:
b ь

jk f (x )d x  =  k j"/(x)dx

— постоянную можно выносить за знак инте­
грала;

ъ ь ь

J(/(x) + g(x ) )d x  = J/(x)dx + Jg(x)dx

— интеграл от суммы функций равен сумме 
интегралов.

Сумма первообразных для двух функций  
будет одной из первообразны х для суммы  
этих функций.

А н алогичн ое утв ер ж ден и е верно и для  
умножения на константу. Зная это, легко про­
верить свойство линейности интеграла.

Заметим, что при вычислении интегралов 
приращ ение первообразной часто записыва­
ется так: F(b) — F(a) =F(x)£ .

Вопросы и упражнения
■

1. Что такое криволинейная трапеция?
2. Как вычисляется площадь криволинейной трапеции с помощью понятия перво­

образной?
3. Запишите формулу Ньютона—Лейбница.
4. Как можно определить интеграл через первообразную?
5. Каковы основные свойства интеграла?
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Занятие  3 
Пространственные тела

Что нам известно об объеме?

1. Аксиомы .
1) А кси о м а  полож ительности.  Объем V  

каж дого измеряемого тела F  есть неотрица­
тельное число: F(F) > 0.

2) А кси о м а  аддит ивност и.  Если тело F 
состоит из двух частей Fx и F2, то объем всего 
тела F  равен сумме объемов частей: V(F) = 
= + V(F2).

3) Аксиома инвариантности.  Равные тела 
имеют равные объемы: F i = F2 => P(-Pi) = V(F2).

4) А ксиом а нормированности.  Объем еди­
ничного куба принимается равным единице: 
F  — куб со стороной 1 => V(F) = 1.

5) Аксиом а монотонности объема (выво­
дится аналогично случаю площади). Объем ча­
сти  тел а  не бо л ь ш е о б ъ ем а  в сего  тела: 
Р(Ег) < V(F).

Так ж е как и в случае площ адей, можно  
доказать, что точка, кривая, поверхность име­
ют объем, равный нулю. Это позволяет при 
использовании аддитивности объема разби­
вать тело на две части некоторой поверхно­
стью (перегородкой) и не заботиться о том, 
как ой  части  п ри пи сать эту  п овер хн ость- 
границу, так как она имеет нулевой объем.

2. Объемы извест ны х простых тел:
1) объем прямоугольного параллелепипе­

да равен произведению длин сторон: V  = abc ;
2) объем прямой призмы равен произведе­

нию площади основания на высоту: V = Sh;
3) объем прямого цилиндра равен произве­

дению площади основания на высоту: V = Sh.

Как применить математический 
анализ для вычисления объема?

1. И нт егральная  формула объема. Будем  
исходить из соотношения, связывающего объ­
ем и площадь. Рассмотрим тело F, выберем в 
пространстве некоторую ось х  и будем рассе­
кать тело F  плоскостями, перпендикулярны­
ми оси х.

Аксиома инвариантности

Аксиома нормированности

V(F) = 1

Аксиома 
монотонности объема

Аксиома аддитивности

V(F)  = V(Fl) + V(F2)

V{F{) = V(F2)
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Интегральная формула 
объема

Объем куба

V = аЪс 

Объем прямой призмы

V = Sh
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Проекция тела F на ось х  представляет не­
который отрезок, концы которого обозначим  
через а  и Ъ. Плоскость сечения будем зада­
вать точкой х  на оси: а < х  <Ъ. Площадь се­
чения, проведенного через точку х,  обозна­
чим через S (x). Таким образом, мы построи­
ли функцию  — площ адь переменного сече­
ния: х  —> S(x),  эта функция определена при 
х  е [а, 6].

Возьмем любые две точки х г и х 2 на оси х  
и рассм отрим  часть тела F, заклю ченную  
между сечениями, проходящими через х х и х 2. 
Объем такого тела зависит от выбранного от­
резка и является интегральной величиной: он 
полож ителен и аддитивен по соответствую­
щим аксиомам объема. Чтобы представить  
объем как интеграл, необходим о найти его 
плотность.

Для этого рассмотрим часть тела, заклю ­
ченную меж ду достаточно близкими сечения­
ми — х  и х + dx.  Получаем главную линейную  
часть изменения объема, если будем считать, 
что на отрезке [х, х  + dx] площадь сечения не 
меняется и остается равной S(x). Геометриче­
ски это означает, что на малом отрезке [х , х  + 
+ dx] объем части тела зам енен близким  к 
нему объемом прямого цилиндра с основани­
ями S(x). Отсюда получаем формулу для диф­
ференциала объема: d V  = S (x )d x .

И так, объем тела представлен как инте­
гральная величина, зависящая от отрезка на 
оси х , причем плотность этой величины рав­
на S (x) — площади переменного сечения. И с­
пользуя схем у применения интеграла, полу- 

ь
чаем: V = JS(x)dx, т .е . объем есть интеграл

от площади переменного сечения.
З а м ети м , что при в ы чи слени и  объ ем а  

тела с помощью интегральной формулы на­
правление, в котором проводятся плоские  
сечения, мож но выбирать произвольно. Его 
обычно выбирают так, чтобы формула для  
площади переменного сечения была возм ож ­
но более простой (далее это будет показано  
при вычислении объемов пирамиды, конуса  
и шара).



2. Вы вод извест ны х формул.
1) Объем наклонного  цилиндра.  Сечения 

наклонного цилиндра плоскостям и, парал­
лельны ми основаниям , имеют постоянную  
площадь S . Поэтому ось х  надо выбрать пер­
пендикулярно плоскостям оснований. Выбе­
рем начало 0 на оси х  в точке пересечения оси 
с плоскостью нижнего основания цилиндра, 
а направление оси укажем снизу вверх. Тогда 
плоскость верхнего основания пересекает ось 
х  в точке Я .

н  я
И так, S (x ) = S  и V  = J S d x  = S J d x  = S H ,

о о
т .е . формулы объема прямого и наклонного 
цилиндров совпадают.

2) Объем пирамиды .  Ось х  проведем пер­
пендикулярно плоскости основания, тогда в 
сечениях пирамиды плоскостями, параллель­
ными основанию (а значит, перпендикуляр­
ными оси х),  будут многоугольники, подоб­
ные основанию. Выберем начало на оси х  в 
точке пересечения оси с сечением, проходя­
щим через вершину пирамиды, и направим  
ось сверху вниз. Тогда плоскость основания  
пересекает ось в точке х  = Я .

Вычислим площадь переменного сечения  
S (x). Как уж е было сказано, в сечении полу­
чается многоугольник, подобный основанию. 
Коэффициент подобия равен отношению рас­
стояний секущ их плоскостей от верш ины, 

X
Я '

рез S.  Тогда по теореме об отношении площа­
дей подобных многоугольников имеем:

т .е . Обозначим площадь основания че-

Six)

Площадь переменного сечения представле­
на квадратичной функцией от х. Интеграл от 
нее вычисляется просто:

Я  о  я

V = J S (x)dx  = |  x 2d x
S X3

я 2 3

я
= - S H ,  

3

т .е . объем пирамиды равен одной трети про­
изведения площади основания на высоту.

Объем прямого цилиндра

V = Sh

Объем наклонного цилиндра

V = S H ,  
где S  — площадь основания; 
Н  — высота цилиндра

Объем пирамиды

v = iSH’
где S — площадь основания; 
Н  — высота пирамиды
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Объем конуса

где S  — площадь основания; 
Н  — высота конуса

Объем шара

где R  — радиус шара

3) Объем конуса.  Рассуждения и формулы 
аналогичны приведенным для пирамиды:

S{x) = - ^ x 2, V  = \ s H ,
t i  о

т. е. объем конуса равен одной трети произве­
дения площади основания на высоту. В част­
ности, объем кругового конуса с радиусом

основания R  и высотой Н  равен V  = ^ nR2H .

4) Объем ш ара.  В сечен ии  ш ара лю бой  
плоскостью  получается круг. П оэтом у ось 
можно выбрать произвольно, а начало удобно 
взять в точке пересечения плоскости, прохо­
дящ ей через центр шара. Вычислим площадь 
круга, получающегося в сечении плоскостью, 
проходящей через точку х.  По теореме Пифа­
гора получаем: г2 + х 2 = R 2, откуда

S(x) = л г2 = л(Д2 -  х 2).

В силу симметрии шара можно найти объ­
ем его верхней половины, который получится 
интегрированием переменной площ ади от О 
до R. Весь объем V  получим удвоением:

R  R

V = 2 jS (x )d x  = 2 |л (Д 2 -  x 2)dx  =

: 2 ТС

О
R R

R 2 Jdx -  ^x2d x  
о о

Д 3 
3

X
= 2 тг

/
X s

д 3 -  —
R '

3 °УУ V

= 2л Д 3 -  —
у

о 2Д 3 4 D3= 2л------- = —лД ,
3 3

т .е . V  = —лД3.
3

3. Принцип Кавалъери. Если два тела мож ­
но расположить так, что основания леж ат в 
одной плоскости, их высоты равны, а сечения 
этих тел всякой плоскостью, параллельной  
основанию, равновелики, то тела имеют оди­
наковый объем.

Этот простой принцип, открытый итальян­
ским математиком Б. Кавальери, легко дока­
зывается с помощью теоремы о производной  
объема.

Для двух тел по условию площ ади пере­
менных сечений совпадают: S ^ x ) = S 2(x). Из 
равенства производных V{(x) = И2(х) и того,

210



что основания тел лежат в одной плоскости, 
следует, что значения функций совпадают: 
Vt(x) = VAX).

С помощью принципа Кавальери легко до­
казать замечательную связь меж ду объемами 
ци линдра, ш ара и конуса: сум м а объемов  
прямого кругового конуса с радиусом основа­
ния R  и высотой, такж е равной R,  и полуша- 
ра радиуса R  равна объему прямого кругово­
го цилиндра с радиусом основания R  и высо­
той R.

Если провести сечение на высоте х  от осно­
вания цилиндра, то площадь сечения на этой 
высоте равна nR2 (она не зависит от х), шара — 
л/ f ,  к он уса  — л/ f ,  но г 2 + r 2 = R 2, поэтом у  
сумма переменных площадей сечения конуса 
и полушара равна площади сечения цилин­
дра, а по принципу Кавальери это ж е соотно­
ш ение будет верно и для объемов. Сравним 
это геометрическое рассуждение с формулами 
для объемов.

П роведенное рассуж дение было известно 
еще Архимеду (разумеется, без ссылок на Ка­
вальери, который ж ил 18 веков спустя).

Как измерить площадь поверхности 
пространственного тела?

1. Р азверт ки .  Наиболее просто можно вы­
вести формулу площади поверхности тела в 
том случае, когда его поверхность разверты­
вается на плоскость. П реж де всего это отно­
сится к многогранным телам. П оверхность  
таких тел состоит из многоугольников, пло­
щади которых мы уж е вычислять умеем , а 
площадь всей поверхности будет равна сумме 
площадей всех граней исходя из свойства ад­
дитивности площадей.

Разверткой боковой поверхности прямого 
кругового конуса является круговой сектор  
радиуса, равного длине образующей конуса, 
с длин ой  д у ги , равной длине окруж ности  
основания конуса. П рименяя формулу для  
площади кругового сектора, получим

S6oK = —2nRl = 7iRl.

Принцип Кавальери

S,(*) = SAx)

Связь между объемами 
цилиндра, шара и конуса

3 2 3

Развертка прямого 
кругового конуса
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Развертка 
прямого кругового 

цилиндра

Правильная 
треугольная призма

Правильная 
треугольная пирамида

Поверхность шара

Г." > 0  g

П лощ адь боковой поверхности прямого  
кругового цилиндра с радиусом основания R  
и высотой Н

SfjQK = 2n R H .

Площадь боковой поверхности правильной 
л-угольной призмы со стороной основания о 
и высотой Н

S 6oK = паН .

Площадь боковой поверхности правильной 
л-угольной пирамиды с основанием а  и апо­
фемой (высотой боковой грани) h

S6oK = | nah.

2. Поверхность шара.  Не для всех тел по­
верхность мож но развернуть на плоскость. 
Простейшим телом такого вида является шар. 
Как ж е измеряется площадь поверхности шара?

На практике о размерах площадей кривых 
поверхностей м ож но судить по количеству  
краски, которую нуж но потратить на равно­
мерную окраску поверхности. Предположим, 
что окрашена только одна сторона некоторой 
поверхности, и представим себе, что краска 
нанесена на поверхность равномерно толщ и­
ной слоя в. Количество краски (ее масса) про­
порционально объему тонкой пленки, тогда 
объем пленки V  можно приближенно оценить 
как произведение искомой площади S  на тол­
щ ину слоя 8, причем, чем меньше е, тем точ­
нее формула V  = Se. М ожно вычислить пло­

щадь S  приближенно как отношение — при
е

малом е, т .е . за площ адь поверхности тела 
принять предел отношения объема слоя к его 
толщине при стремлении толщины этого слоя 
к нулю.

Применим указанную идею для вычисле­
ния площади поверхности шара. Возьмем шар 
радиуса R. Тонкая пленка представит собой 
тело, заключенное м еж ду двумя концентри­
ческими окружностями радиусов R  и R  + dR, 
где d R  — толщина пленки.

Если обозначить объем шара радиуса х  че­
рез V(x), то объем пленки будет равен

212



V(R  + dR)  -  V(R) = AV,

т .е .  приращ ению  объема как ф ункции ра­
диуса.

Предел отношения AV
AR

есть производная  

dV
объема шара по радиусу: S{R) = -----. Зная фор-

di?
мулу объема шара, дифференцированием по­
лучаем формулу для площади поверхности:

V(R) = | л Д 3 S (R ) : -лД3 =

= —л -ЗД 2 = 4лД2.
3

Интересно заметить, что аналогично поверх­
ности ш ара м ож но получить формулы для  
длин кривых, исходя из площадей. Так, дли­
на окружности получается дифференцирова­
нием формулы для площади круга: S  = лД2 => 
1 = 8 ' = (лД2) = 2лД.

К = |л Д 3 

S = V  = 4л Д 2

S = лД2 

1 = 8' = 2 лД.

Вопросы и упражнения
■

1. Перечислите основные аксиомы объема.
2. Напишите формулы для вычисления объема прямоугольного параллелепипеда, 

прямой призмы, прямого цилиндра?
3. Во сколько раз объем призмы больше объема пирамиды, у которых основания 

совпадают, а апофема пирамиды равна высоте призмы?
4. Напишите формулы для вычисления боковой поверхности конуса, цилиндра, 

призмы, пирамиды.
5. Чему равна площадь поверхности шара?

Щ  Б Е С Е Д А
Интегральные величины

Примеры

Многие физические величины являются функциями точки. Этой точ­
кой могут быть точка пространства, момент времени и т .п .

Температура тела может быть вычислена в различных его точках, 
сила может меняться при переходе от одной точки пространства к дру­
гой (например, сила притяжения), а также со временем и тогда будет
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рассматриваться (при фиксированной точке приложения) как функция  
момента времени.

Однако есть много величин, которые бессмысленно вычислять в од­
ной точке. И х значения зависят от других объектов, например отрез­
ков, частей плоскости или пространства. Условно про эти величины го­
ворят, что они являются функциями некоторой области.

Откроем учебник физики и выпишем из различных глав названия  
встречающихся физических величин: время, масса, расстояние, пере­
мещ ение, скорость, количество движ ения, сила, работа, энергия, мощ ­
ность, объем, давление, плотность, температура, электрический заряд, 
плотность заряда, ток, электрический потенциал, магнитный поток, 
емкость, сопротивление, индуктивность и т .п . Можно с разных точек 
зрения характеризовать эти величины. Например, раньше мы выделя­
ли из них скалярные (время, масса, плотность, объем и т .п .) и вектор­
ные (перемещ ение, скорость, сила и т .п .) величины. Обратим теперь  
внимание на то, от чего зависят и как вычисляются эти величины.

Начнем со связи м еж ду простейшими величинами — временем, пе­
ремещ ением и скоростью . Скорость (например, скорость движ ения  
точки) — типичная функция времени: в каж ды й момент времени мы 
вычисляем значение скорости. П еремещ ение такж е зависит от време­
ни, однако характер этой зависимости другой — мы не мож ем гово­
рить о перемещ ении в данный момент времени, перемещ ение вычис­
ляется за отрезок времени. Скорость является функцией точки (м о­
мента времени), а перемещ ение — функцией отрезка. Для каж дого  
отрезка времени мы вычисляем перемещ ение точки за этот интервал  
времени.

Рассмотрим теперь массу и ее плотность. Возьмем для определенно­
сти какое-нибудь простое тело, например тонкий стержень. Можно го­
ворить о массе всего стержня, а можно — о массе какого-либо его от­
резка. Будем считать, что стержень выполнен из неоднородного мате­
риала. Каждый отрезок стержня будет иметь определенную массу, и ее 
можно считать функцией от частей (отрезков) стрежня. Если стержень 
однороден, то плотность в каждой точке одна и та ж е, в противном слу­
чае плотность может меняться от одной точки к другой. Плотность яв­
ляется функцией точки, а масса — функцией отрезка.

Отрезок — это простейшая область, от которой могут зависеть вели­
чины. Так, массу тонкого стержня можно вычислять как функцию от­
резка. Массу произвольного тела приходится рассматривать как функ­
цию его частей — для каж дой части тела можно вычислить его массу. 
К числу функций области относят (кроме указанных ранее перемещ е­
ния и массы) такие величины, как объем, зависящий, как и масса, от 
части пространства; работу по перемещ ению материальной точки по 
какой-либо траектории — как функцию от частей этой траектории; элек­
трический заряд — как функцию от частей пространства, где он вычис­
ляется; магнитный поток — как функцию от частей поверхности, через 
которую он проходит, и т .д .

Интеграл дает средство для вычисления рассмотренных величин. Ве­
личины такого рода будем условно называть интегральными.
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Заметим, что в физике в качестве первичных, исходны х, величин  
появляются интегральные величины, такие как перемещение, работа, 
энергия, электрический заряд, магнитный поток и т .п . Ф ункции точ­
ки, такие как скорость, плотность, потенциал, являются в большей мере 
вторичными, условными, введ^рными для удобства математического 
описания физических процессов.

Что такое интеграл?

Коротко можно сказать, что интеграл — это средство, инструмент, 
математическая модель для вычисления значений интегральных вели­
чин. Простейший интеграл служ ит для вычисления аддитивных вели­
чин, зависящ их от отрезка прямой, числового промеж утка. Опишем  
различные подходы к введению интеграла. Если стремиться к строгой 
теории, можно один из них взять в качестве определения, а другие вы­
разить через выбранный. Мы ставим своей задачей ознакомиться с раз­
ными взглядами на интеграл, не заботясь об абсолютной строгости, но 
давая представление о различных путях прилож ения интеграла как 
важнейшей математической модели.

Плотность интегральной величины

Чтобы иметь возможность вычислить значение некоторой интеграль­
ной величины, которая описана, например, в виде аддитивной функции  
отрезка, надо знать какие-то ее свойства, характеристики. Такой х а ­
рактеристикой (вслед за аддитивностью) выступает плотность.

Пусть Т  — аддитивная функция отрезка, т.е. T(lx и  12) = Т(1г) + Т(12), 
где 1и 12 — непересекающиеся отрезки.

П лот ност ью  Т  в точке х  называется предел средней плотности, т .е .
Т(х, х  + Дх) . _предел —  - ,  когда Дх -> 0.

Дх

Слово «плотность» связано с массой. Как определить плотность рас­
пределения массы в данной точке Р? Н уж но взять кусок Е  этого тела,

о г  я т(Е)содержащ ий точку Р, разделить массу тела Е  на его объем: — — по­

лучим среднюю плотность. Затем надо стягивать тело Е  в точку Р  и в  
пределе получим число р(Р) — плотность в точке Р.  Аналогичную про­
цедуру можно проделать с любой аддитивной функцией; ограничимся 
функцией отрезка.

В идим, что определение плотности аддитивной ф ункции отрезка  
очень близко к определению производной функции точки.

Действительно, всякую аддитивную функцию отрезка можно пред­
ставить как приращение некоторой функции точки. Пусть Т  — адди­
тивная функция отрезка. Зафиксируем некоторую точку а  и положим: 
F(x) = Т(а,  х ). Теперь F(x) — функция точки, причем ДР = Т, так как
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F(x 2) -  -FCxj) = T(a, x 2) -  T(a, x x) = T (x t , x 2) в силу аддитивности функ­
ции Т. Обычно не вводят нового обозначения F, а пишут: Т(х, х  + Ах) = 
= А Т.

Такая связь м еж ду аддитивными функциями области и обычными 
функциями точки имеет место только для прямой. На плоскости и в про­
странстве все гораздо сложнее, и там аддитивные функции (работа, за­
ряд и т .п .) нельзя представить в виде «приращения» функции точки.

Если Т  представить как приращение функции точки F, то

Т(х, х  + Дх) = F(x, х  + Дх) -  F(x) = AF;
Т (х ,х  + Ах) _ AF  

Ах Ах
Получили, что плотность аддитивной функции Т  является произво­

дной функции Е(х) = Т(а, х).

П лот ност ью  аддит ивной функции Т  называется такая функция f, 
что главная часть приращения Т  равна fd x ,  т .е . d T  = fdx .

Для площади подграфика это означает, что ее плотностью является  
производная от переменной площади.

Итак, с каждой аддитивной функцией отрезка мы связываем функ­
цию точки — плотность, которая является производной от «перемен­
ной» величины Т, т .е . от Т(а,  х).

Если, как обычно, обозначить Т(х, х  + Дх) через АТ, то получим, что 
АТ
 ~ f (x ) ,  или АТ * Дх) Ах, где Дх) — плотность аддитивной функции / .
Дх

Обозначим главную часть АТ  через d T  (и заменив, как обычно, Ах на 
dx), получим равенство d T  = fdx .  Это равенство может служить опреде­
лением плотности f.

Интеграл как аддитивная функция с заданной плотностью

Задача нахож дения плотности аддитивной функции Т  привела к за­
даче нахож дения производной. Обратно, восстановление аддитивной  
функции Т  по ее плотности f  называется интегрированием, а само зна­
чение функции Т  на отрезке [о, Щ — интегралом от функции f  на от­
резке [а, Ь].

И нт егралом  от функции f  называется аддитивная функция Т  с за­
данной плотностью f.

Соотношение меж ду Т  и / ,  записанное в дифференциальной форме в 
виде d T  = fdx ,  с помощью знака интеграла записывается так:

ь
Т  = jfdx .
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Интегральные суммы

Метод исчерпывания А рхимеда разбивается на два шага — разбие­
ние искомой величины на малые составляющ ие и измельчение этого 
разбиения — переход к пределу.

Если длины всех отрезков достаточно малы, то сумма S n достаточно 
близка к площади криволинейной трапеции. Суммы вида S n называют 
интегральными суммами. С их помощью можно дать другое определе­
ние интеграла — как предела интегральных сумм S n при неограничен­
ном уменьшении длины Дх; всех отрезков. Исторически идея разбиения  
площади (и других интегральных величин) на малые части и прибли­
ж енное представление ее в виде интегральной суммы предшествовала 
появлению производной. Она была знакома еще Архим еду. Открытая 
Ньютоном и Лейбницем связь меж ду производной и интегралом каза­
лась вначале очень неожиданной.

Если нам известна функция у  = Д х), заданная на отрезке [а; Ь] и 
являющ аяся плотностью искомой интегральной величины, то можно  
составить интегральные суммы для этой функции.

Разделим отрезок [о; Ь] на п частей точками х 0 = а, х х, ..., х п = Ъ.
Длину t-ro отрезка обозначим через Дхг = х ; -  х г_х.
Составим сумму S„ = Д х 1)Дх1 + ... + Дх„)Дх„.
Геометрически эта сумма представляет собой площадь ступенчатой 

фигуры, заштрихованной на рисунке.
Задание интеграла с помощью интегральных сумм в основном ис­

пользуется для его приближенного вычисления. Если разбить отрезок  
[а, Ь\ на п равных частей, то интегральная сумма примет следующий

Ъ — а
вид: S n = (Д хх) +... + f(xn)) Дх, где Дх — длина промежутка, равная ------- .

Tl
Увеличивая п, будем получать последовательность приближенных зна-

ъ
чений интеграла S  = jV(x)dx. Приближенная формула S  ® S n носит на­

звание «формулы прямоугольников».

у
f ( x n)

f ( x x)

о  * 1 * 2  Х п _х

а = х 0 х п

sn = (f (x x) + f(x2) + f . . .  + f (x n))Ax, Дх = - ——.
п

И так, мож но выделить три подхода к определению  интеграла от 
функции у  = Д х) на отрезке [а; &]:

• интеграл как приращение первообразной функции f:
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b

При этом нужно помнить и о том, что приращение первообразной не 
зависит от выбора первообразной;

• интеграл как площадь S  криволинейной трапеции.

J' f(x)dx = F(b) -  F(a),  где F '(*) = /(* )•

Это имеет смысл только для неотрицательной функции f. Однако от 
этого требования легко освободиться, если площади частей трапеции, 
попавших ниж е оси абсцисс, брать со знаком «минус»;

• интеграл как предел интегральных сумм для функции f.



< 1 1  Элементы теории вероятностей 
Е 1 1  и математической статистики

■0 т

З а н я т и е  1

Вероятность и ее свойства 

Что такое вероятность события?

1. П рост ранст во  событий.  Рассмотрим  
некоторое явление (эксперимент, игру, испы­
тание).  Будем считать, что с явлением м ож ­
но связать элем ент арны е события  (исходы  
испы т ания),  из которых можно составлять 
более сложные события.

2. К ла сси ческо е  определение вер о я т н о ­
сти. Рассмотрим явление, имеющее конечное 
число исходов п (элементарных событий). Бу­
дем считать, что все эти исходы равноправны 
(равновозможны или равновероят ны ).  П ри­

пишем каж дом у из них дробь — — вероят-
п

ность этого события.
Теперь возьмем сложное событие, которое 

определяется некоторым набором возможных 
исходов. Исходы, которые входят в этот набор, 
часто называют благоприятными.  Пусть чис­
ло благоприятных исходов равно т  (0 < т < п).
„  тПрипишем этому событию число — , которое

п
и считают вероятностью данного события.

;

Если событию соответствует т благоприят­
ных исходов, а всего в результате испыта­
ния может быть п равновероятных исходов,
то вероятностью р  этого события называ­

лиется число — .
га

П рим еры
1. Бросание монеты.  У этого 

испытания два исхода — монета 
падает «орлом» или «решкой». 
Их можно считать элементарны­
ми событиями. Более сложные 
события составить трудно, но в 
пространство событий можно 
включить одно невозможное со­
бытие — при бросании не вы­
пал ни «орел», ни «решка» (мо­
нета стала на ребро), и одно со­
бытие, которое произойдет на­
верняка, — выпадет «орел» или 
«решка» (такое событие назы­
вают достоверным).

2. Бросание игрального к у ­
бика с шестью цифрами.  Мож­
но выделить 6  элементарных со­
бытий — на верхней грани ку­
бика оказывается определенная 
цифра. Если нас интересует со­
бытие, при котором выпадает 
не фиксированная цифра, а лю­
бая из каких-то заранее вы­
бранны х (наприм ер, четная  
цифра или цифра, большая 4), 
то такое событие можно считать 
сложным.

3. Выбор одной карты из ко­
лоды в 32 карты.  Этот пример 
аналогичен предыдущему. С по­
мощью 32 элементарных собы­
тий (выбор конкретной карты)
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можно сформировать события, 
задавая свойство, которому долж­
на удовлетворять карта (напри­
мер, она должна быть картой 
бубновой масти).

В совокупности все рассмат­
риваемые элементарные и слож­
ные события составляют неко­
торое множество, которое будем 
называть пространством собы­
тий. В пространство событий 
попадет и невозможное событие 
(пустое множество) и достовер­
ное событие (хоть что-нибудь 
произошло).

В примере 2 невозможное  
событие в результате бросания 
кости — никакая цифра не по­
явилась, а достоверное собы­
тие — выпала любая из 6  цифр.

Вероятность события

т
Р = —, п

где т — число благоприятных 
исходов; п — общее число испы­
таний.

П р и м ер ы

1. Вычислить вероятность 
выпадения четной цифры при 
бросании игрального кубика:

3 1
6  ”  2 '

2. Вычислить вероятность вы­
бора карты бубновой масти:

_ 8 _ _  1 

32 “ 4'

Свойства вероятности события А

1. О < р(А) < 1.
2. р(А)  = 0 <=> А = 0  (событие не­

возможно).
3. р(А)  = 1 <=> А = S (достоверное 

событие).
4. Если А  п  В = 0 ,  тор(А и  В) = 

= р(А)  + р(В)  (несовместные 
события).

5. р(А)  = 1 -  р(А)  (противопо­
ложное событие).
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3. С вой ст ва  вероят ност и .  На примере  
классической вероятности легко рассмотреть 
многие понятия теории вероятностей, кото­
рые затем обобщаются и применяются в более 
сложны х ситуациях.

Итак, у  нас есть множество S  из п равно­
вероятных элементарных событий и множ ес­
тво М  всех связанных с S  событий. Каждый  
элемент множества М  определяется набором  
благоприятных для него элементарных собы­
тий, т .е . подмножеством множества из п эле­
ментов.

Ясно, что М  состоит из 2п событий (к аж ­
дое элементарное событие может произойти, 
а мож ет и не произойти в результате испы­
тания).

Если А  е М ,  т .е . А  — какое-то слож ное  
событие, то его вероятность

, , ,  т р (А )  = — , 
п

где т  — число благоприятных для него эле­
ментарных событий, которое часто обознача­
ют так: \А\ = т; п — число всех элементарных 
событий.

Два события А  и В  (т. е. два подмножества
S) называются несовместными,  если у  этих 
подмножеств нет общих элементов: А  п  В  = 0 .  
Ясно, что любые два элементарных события 
несовместны. В примере с бросанием кубика 
такие события, как «выпало четное число» и 
«выпало 1 или 3», несовместны. В примере с 
картами несовместными будут события «вы­
пала карта бубновой масти» и «выпала карта 
черной масти».

Пусть А  — некоторое событие. П рот иво­
положным  ему событием называется событие 
не А , т .е . «не произошло А ». Обозначим его 
через А. Я сно, что |А| + |Я| = п, т .е .  А  как 
подмножество S  состоит из всех элементов, 
не входящ их в А  (дополнение к А):

р(А ) = 1 -р (А ) .

Действительно, если т = \А\, то |а | = га -тп
га- m  „ ти  --------= 1 ------ .

га га



Как вычислять вероятности, 
следуя классическому 
определению?

Рассмотрим примеры вычисления вероят­
ности.

1. Произвольно используя буквы а, б, в, г, 
д, е, случайным образом пишут слово, состоя­
щее из четырех букв (буквы могут повторять­
ся). Какова вероятность того, что все буквы в 
этом слове гласные?

Общее число п возможных слов: п = 64. По 
условию, на каж дом из четырех мест слова 
независим о  пиш ется любая из ш ести букв. 
Б л агоп р и я тн ое собы тие — слово состои т  
только из гласных букв (их в списке две — 
буквы а и е). Число «благоприятных слов»: 
т -  24 — на каж дом из четырех мест слова 
пиш ется какая-либо из двух гласных букв.

т  24 1И ск ом ая  вероятность: р = — = —  = —  =

= —  я 0 ,012.
81

2. Бросают две игральные кости. Какова веро­
ятность, что на них в сумме выпадет 6 очков?

Возможны е исходы события таковы: мо­
ж ет выпасть в сумме 2, 3, ..., 12 очков, т .е . 
общее количество исходов равно 11. Однако, 
если в первом примере все перечисленные ис­
ходы были равновероятны (это подчеркива­
лось тем, что каж дая буква слова пиш ется  
независимо от преды дущ их), то сейчас, ко­
нечно, нет. Совершенно ясно, что сумму 2 или 
12 получить труднее, чем сумму 6. Разобьем  
событие (сумма очков на двух костях) иначе, 
т .е . выделим иные элементарные события, 
которые будут равновероятными. Представим 
себе, что мы различаем м еж ду собой кости  
(например, покрасим их в разные цвета) и за­
пишем исход события в виде упорядоченной 
пары чисел от 1 до 6, показывающей, сколь­
ко очков выпало на каж дой кости. Ясно те­
перь, что эти исходы равноправны, равнове­
роятны, и их количество равно 6 2 = 36. Для  
нахож дени я числа благоприятны х исходов  
(таких пар (о; Ь), что а + Ъ = 6) придется пе­
ребрать все 36 комбинаций (см. табл.).

Алгоритм вычисления 
вероятности

• Шаг 1. Перечисление всех 
элементарных равновероят­
ных событий и нахождение 
их числа п.

• Шаг 2.  Выявление всех бла­
гоприятных событий и под­
счет их числа гаг.

• Шаг  3.  Составление дроби
rat

Р = — • га
Первые два шага являются 

задачами комбинаторики.

П р и м ер
Бросают две игральные кости. 
Н а й т и :  р  — вероятность  

того, что в сумме выпадет 6  оч­
ков.

g
Ответ: р ~ —- « 0,14.

36

Таблица благоприятных 
исходов

Ъ
1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 8

а
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 1 0

5 6 7 8 9 1 0 1 1

6 7 8 9 1 0 1 1 1 2

Выпиш ем вероятности р х 
для всех сумм х  от 2  до 1 2 :

P 2 = P l 2 = ^ '  Р з = Л 1 ~ .

3 4
Ра -  P i о -  Рь ~  Р э  ~  —  *Зо Зо

5 6
Ре -  Ре -  3 6 . Рт -  3 6  •
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Диаграмма изменения 
вероятности

а
2 3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1 1 2

Количество вариантов, от­
кладываемое на вертикальной 
оси, пропорционально вероят­
ности выпадания определенной 
суммы очков, откладываемой 
на горизонтальной оси.

Диаграмму изменения веро­
ятности называют также рядом 
распределения  вероятностей.

Из таблицы видно, что сумма 6 встречает-
5

ся 5 раз. Искомая вероятность равна —  « 0 ,1 4 .

3. Бросают две игральные кости. Какова 
вероятность, что в сумме на них выпадет не 
больше четырех очков?

Сложное событие (выпадает не больше че­
ты рех очков) мож но разбить на более про­
стые: выпадает 2, 3 или 4 очка. При этом важ­
но следующее: если произош ло слож ное со­
бытие (выпало не более четырех очков), то 
произошло хотя бы одно из более простых со­
бытий (выпало 2, или выпало 3, или выпало 
4 очка); никакие два из них не могут произой­
ти одновременно (эти события несовместны). 
В таком случае говорят, что событие А  (вы­
пало не более четырех очков) представлено  
в виде сум м ы  н е со в м е ст н ы х  собы т ий  А 2 

(выпало 2 очка), А 3 (выпало 3 очка) и А 4 (вы­
пало 4 очка).

1 2  3
Ясно, что р А = р 2 + Ря + Ра = —  + —  + —  =

36 36 36
__6__ 1 
~ 3 б ” б'

^  Вопросы и упражнения 
■

1. Приведите примеры явлений (испытаний), у которых можно выделить конеч­
ное число равновозможных исходов.

2. Дайте классическое определение вероятности события.
3. Какие события называют несовместными?
4. Являются ли несовместными некоторое событие и ему противоположное?
5. Если явление имеет 10 возможных исходов, то сколько элементов содержит 

множество всех связанных с этим явлением событий?

Занят ие  2 
Повторные испытания

З адача
Чему равна вероятность р к 

события А к: при п бросаниях 
монеты ровно k раз выпадет 
«орел» (и следовательно, п -  k 
раз выпадет «решка»)?

Что получится, если монету бросать 
много раз подряд?

Простейшим, но очень важным примером  
применения теории вероятностей является  
так называемая схема повторных испытаний.
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Эта схема была предлож ена замечательным  
учеником Лейбница Яковом Бернулли (1654 — 
1705) и носит его имя.

Ситуация, в которой подряд независимо  
друг от друга производятся одинаковые ис­
пы тания, встречается очень часто (напри­
мер, бросание монеты или игральной кости, 
стрельба из одного орудия без учета резуль­
тата произведенны х выстрелов, параллель­
ное включение в сеть одинаковых предохра­
нителей и т. п .).

Разберем более подробно пример с броса­
нием монеты.

При каждом испытании есть два равнове­
роятных исхода: О (выпал «орел») и Р (выпа­
ла «решка»).

Допустим, что монету бросили п раз под­
ряд.

Сколько последовательностей исходов при 
этом можно получить?

Эта комбинаторная задача фактически уж е  
была решена раньше. Последовательность ре­
зультатов испы таний м ож но записать как 
слово в двухбуквенном алфавите, например  
ОРРОР... . Число n -буквенных слов в таком 
алфавите равно 2п. Таким образом, общее чис­
ло возможных вариантов при повторном бро­
сании монеты будет равно 2".

Какова вероятность того, что при л-крат- 
ном бросании монеты все время будет выпа­
дать «орел»?

Ясно, что из всех возможных 2" вариантов 
благоприятным является один:

O1O2—O3 •

Искомая вероятность равна

Например, при л = 10 эта вероятность равна 
1 1 

Р ~ 210 “ 1024
0 ,0 0 1 .

Интуитивно ясно, что при неограниченном 
увеличении числа испы таний вероятность  
того, что все время будет выпадать «орел»,

стремится к нулю. Формула —  дает точную

оценку интересующей нас вероятности.

Решение.  Элементарным со­
бытием в этой задаче будет одна 
строчка длины п из двух симво­
лов О и Р.

Число этих событий равно 2".
Вероятность появления од­

ного фиксированного события 
1

Р = 2п
Число строк, у которых ров­

но k раз встречается символ О, 
равно С* — таким числом спо­
собов можно указать (выбрать) 
те места, где будет стоять сим­
вол О.

Таким образом, вероятность 
того, что при л бросаниях моне­
ты ровно k раз выпадет «орел»,

91 
2*

будет равна рк =-

С*Ответ.: рк = — .

Заметим, что события А к по­
парно несовместны, а вместе ис­
черпывают все возможности.

Отсюда вытекает, что сумма 
вероятностей р к долж на рав­
няться 1 .

Это легко проверить, рассмот­
рев разложение бинома

! = | 1 Л  
.2 2

1 С\ С* 1:---- 1------h ...----- h . .. Н---- .
2"  2п 2п 2"

Треугольник Паскаля
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Диаграмма

(п = 6)

G

15

20

15

1

На диаграмме указано коли­
чество частиц в каждой корзине 
через 6  с.

П р и м е р ы

Пусть монета брошена 6  раз.
1) В ероятность того, что 

хоть раз выпал «орел»:

р  = 1 - {  i  Y = —  я 0,984.
1 , 2  J  64

2) В ероятность того, что 
«орел» выпадет столько же раз, 
сколько и «решка»:

20 _ Ъ_
2 6 _ 16

3) В ероятность того, что 
«орел» выпадет не менее трех 
раз:

1 6  15 20 42- —  = —  « 0,66. 
26 64

4) Вероятность того, что чис­
ло выпадений «орла» и «решки» 
будет отличаться друг от друга:

6 1

Р = 0,31.

J_ _6 _ 15 15 
2е + 2® + 26 + 26 + 26 + 26

44
2®

И
16

= = — = 0,69.

Вероятность того, что при 10 бросаниях  
монеты ни разу не выпадает «орел», т .е . все 
время будет выпадать «решка», тоже прибли­
зительно равна 0 ,001 .

Как можно использовать схему 
повторных испытаний?

1. П реж де всего м ож но освободиться от 
того требования, что повторяющееся событие

А  имеет вероятность —, как это было при бро­

сании монеты.
Пусть событие А  происходит с вероятно­

стью р.
Запиш ем разложение бинома:

(р + (1 -  р))п = р п + прп~1( 1 -  р) + ... +
+ С* р*( 1 -  р ) пк  + ... + (1 -  р ) п.

Слагаемое Скр к( 1 - р ) п~к дает вероятность 
того, что при повторном n -кратном испыта­
нии событие А  наступит ровно k раз.

2. Вернемся к случаю р = ^ .

При Р = ~  получаем распределение веро­

ятностей повторного выпадения событий, каж ­
дое из которых имеет два равновероятных ис­
хода.

Представим себе частицу, которая каждую  
секунду раскалывается на две аналогичные 
частицы, попадающие в две соседние корзи­
ны, как это изображено на знаменитом тре­
угольнике Паскаля.

Ясно, что на п -м шаге всего будет 2" ча­
стиц, распределение которых в (п + 1)-й кор­
зине при п = 6 изображено на диаграмме.

Вероятность попадания в корзины равна:

_6_ 15 20 15 _6_ J_
26 ’ 26 ’ 26 ’ 26 ’ 26 ’ 26 ’ 26 '

3. С помощью схемы Бернулли можно ре­
шать многие задачи на подсчет вероятно­
стей.
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Вопросы и упражнения

1. Монету бросают 10 раз. При этом «орел» выпал k раз. При каких k вероятность 
этого события наименьшая и при каких — наибольшая?

2. Игральная кость бросается подряд 5 раз. С какой вероятностью все время будет 
выпадать шестерка? ни разу не выпадет шестерка? хотя бы один раз выпадет 
шестерка?

3. Две игральные кости бросаются одновременно. Выпадение какой суммы очков 
более вероятно — 2 или 3? 2 или 4?

■

Занятие  3 
Случайная величина

Как соединяется комбинаторика 
с теорией функций?

Одним из основных понятий теории веро­
ятностей является понятие случайной вел и ­
чины.

Классическая вероятность, в основе кото­
рой леж ат комбинаторны е подсчеты числа 
вариантов, позволяет решить многие прак­
тические задачи. Однако возможных исходов  
мож ет быть бесконечно много, и применить 
к ним  к ом би н атор н ы е п одсч еты  н ел ь зя . 
В этих случаях используется аппарат теории 
функций, при котором каждому возможному 
исходу сопоставляется некоторое число, а ве­
роятность исхода определяется как функция  
с определенными свойствами.

Рассмотрим наиболее часто встречающие­
ся ситуации.

1. Д искрет н ая  случайная величина.  Для 
использования аппарата теории функций по­
требуем, чтобы результаты события, его ис­
ходы , вы ражались числами. При бросании  
игральной кости в качестве исхода получаем 
число очков, нанесенное на его грань. Для за­
дач комбинаторики это число является просто 
меткой, которая позволяет различить грани 
кубика (вместо цифры мож но было бы и с­
пользовать цвет), а для задач теории функций 
важно само значение числа (величины).

Нагляднее всего это можно себе предста­
вить, рассматривая величины, которые при-

С л у ч а й н о й  в е л и ч и н о й  на­
зывается такая величина, ко­
торая в результате экспери­
мента может принимать раз­
личные значения, причем  
заранее неизвестно, какие 
именно.

Случайные величины быва­
ют:

• дискретные;
• непрерывные.

П р и м е р

Представим себе, что мы про­
водим эксперимент, результа­
том которого является одно из 
чисел а и ..., а„, и нам известны 
вероятности р и ..., р п появления 
этих чисел.

Дискретную случайную ве­
ли ч ин у  можно задать табли­
цей:

«1 а 2 а п

Pi Р2 Рп

Если считать, что все воз­
можные исходы известны, при­
чем они являются несовмест­
ными и значение величины од­
нозначно, то вероятности р и 
р 2, ..., р п в сумме должны да­
вать 1 .
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В случае бросания играль­
ной кости с нанесенными шес­
тью цифрами все вероятности р к 

1равны —.
6

Если бросать одновременно 
две кости и считать сумму вы­
павших очков, то эта случайная 
величина м ож ет принимать  
значения от 2  до 1 2  с такими 
вероятностями:

а 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6

36 36 36 36 36 36
а 8 9 1 0 1 1 1 2

5 4 3 2 1

36 36 36 36 36

Закон распределения 
дискретной случайной 

величины

Плотность нормального 
распределения случайной 

величины

f(x)

сту 2  л

нимают конечное число различных значений  
(их можно включить в общий класс так на­
зываемых дискрет ны х величин).  Если зану­
меровать значения от 1 до п, то можно ска­
зать, что задана ф ункция, определенная на 
конечном множестве натуральных чисел от 1 
до л и принимаю щ ая р а зл и ч н ы е  числовые 
значения а г, ..., а п.

Свяжем с кажды м значением случайной  
величины вероятность его появления. Постро­
им график (несколько отличный от того, ко­
торый строился в прим ере бросания двух  
игральных костей), на горизонтальной оси от­
ложим возможные значения случайной вели­
чины ak, а на вертикальной оси -  вероятности 
появления этих значений p k = p(ak). Точки M k 
с координатами (ak, p k ) соединим отрезками. 
Полученный график представляет собой з а ­
кон распределения вероятностей  данной слу­
чайной величины. Если дискретная случай­
ная величина представлена в виде таблицы, 
в которой перечислены ее значения и соответ­
ствующие им вероятности, то получим другое 
представление закона распределения дискрет­
ной случайной величины.

2. Н епреры вная случайная величина.  Су­
ществуют случайные величины, которые мо­
гут принимать любые значения из некоторого 
промеж утка. Такие величины называют не­
прерывными.  Например, дальность выстрела 
из орудия можно считать числом, принима­
ющим любые значения в пределах дальности 
стрельбы этого орудия. Приписывать вероят­
ность точному значению дальности бессмыс­
ленно — надо оперировать с промежутками, 
интервалами, куда попадает результат испы­
тания. Правильнее задать функцию у  = f(x), 
с помощью которой можно вычислить веро­
ятность попадания значения случайной вели­
чины в заданный интервал.

Для непрерывной случайной величины не­
льзя построить таблицу, в которой могут быть 
перечислены все ее возможные значения. По­
этому вместо вероятности конкретного значе­
ния непрерывной случайной величины X  рас­
сматривают вероятность того, что случайная 
величина X  принимает значения, меньш ие 
данного числа х,  т .е . рассматривается функ-
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ция F(x) = р ( Х  < я). Если возможные значе­
ния случайной величины заполняют проме­
ж уток [а; Ь] (в общем случае он может быть 
и бесконечным), то F(a) = 0, F(b) = 1, причем  
функция F(x) возрастает от 0 до 1.

П роизводная этой функции / ( х) характе­
ризует плотность  распределения вероятнос­
тей непрерывной случайной величины. Она 
обладает следующими свойствами:

х  Ь

f(x) > 0, Е (х) = \ f ( t )d t ,  \ f (x )d x  = 1.

Ф ункция F (x) называется инт егральной  
функцией распределения,  или интегральным  
законом распределения случайной величины.

Какие числовые характеристики 
можно связать со случайной 
величиной?

М ат емат ическое ожидание случайной ве­
личины.

Это понятие является аналогом среднего 
арифметического. Если случайная величина 
принимает значения а 1? . . . ,  а п с одинаковой 

1вероятностью —, то ее математическое ожи- 
п

дание М  и будет средним арифметическим:

м  _  0 \  +  а 2 +  • • • +  а п 

П

Если нам известны вероятности р 1г ..., р п 
принимаемых значений, то в качестве мате­
матического ож идания берется взвеш енное 
среднее арифметическое:

М  = р 1а 1 + ... + р па п.

Кроме математического ожидания, вводят 
и другие числовые характеристики случайной 
величины, например дисперсию (математиче­
ское ож идание квадрата отклонения случай­
ной величины от ее математического ож ида­
ния); среднее квадратичное отклонение(пока­
зывает разброс значений случайной величины 
вокруг ее математического ожидания) и др.

Плотность равномерно 
распределенной случайной 

величины

Равномерное распределение 
случайной величины 

(интегральная функция 
распределения)

F(x) = \ f( t )dt

[а; 6 ] — область значений 
случайной величины

П р и м ер
Вычислим математическое 

ожидание суммы очков при бро­
сании двух игральных костей.

1 о Я
М  = — • 2 + — -3 + — -4  + . . .+  

36 37 36

+—  11 + —  12 = 
36 36

7.

Заметим, что математиче­
ское ожидание числа очков при 
бросании одной кости будет рав- 

1 + 2 + ... + 6  1 + 6  7
~  2

но М  -
6 2 

Видим, что математическое 
ожидание суммы очков при бро­
сании двух костей оказалось  
вдвое большим.

Этот результат н етрудн о  
обобщить для любого числа не­
зависимых испытаний.
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Вопросы и упражнения

1. Какую случайную величину называют дискретной (непрерывной)?
2. Какие числовые характеристики случайной величины вам известны?

| Щ  БЕ С Е Д А
Происхождение теории вероятностей

Историческая справка

Существует версия, что теория вероятностей как раздел математики 
возникла в 1654 г. из переписки м еж ду Б. Паскалем и П. Ферма по по­
воду одной задачи. Попытки с помощью чисел описать случайные яв­
ления, оценить шансы их появления, измерить возможные результаты  
будущ их событий, конечно, предпринимались гораздо раньше.

М ожно выделить два главных источника теории вероятностей — 
азартные игры и статистическая обработка результатов наблюдений. 
В различных странах в разные эпохи предпринимались попытки пере­
писи населения, регистрировались рождения и смерти лю дей. П риме­
ром серьезной математической обработки такого рода данны х могут 
служ ить опубликованные в начале XVII в. в Англии таблицы продол­
ж ительности  ж и зн и , основанны е на анализе 57 годовы х отчетов о 
смертности в Лондоне. Например, в этих публикациях была представ­
лена следую щ ая таблица:

■

Возраст, лет 0 6 16 26 36 46 56 6 6 76
Число людей, доживающих 
до этого возраста, % 1 0 0 64 40 25 16 1 0 6 3 1

Из такого рода анализа делались выводы о средней продолжитель­
ности ж изни, о различиях м еж ду группами населения и т .п . А нглий­
ские таблицы вызвали большой интерес в научном мире. Так, знамени­

тый голландский физик и математик Л. Гюй­
генс в письме своему брату (1669 г.) писал, 
что на основании этих таблиц он подсчитал,

Христиан Гюйгенс 
(1629 — 1695)

Нидерландский механик, физик и математик, 
создатель волновой теории света.

В 22 года опубликовал работу об определении 
длины дуги окружности, эллипса и гиперболы.

Автор одного из первых трактатов по теории 
вероятностей (1657 г.).
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Пьер Симон Лаплас 
(1749 — 1827)

Французский астроном, математик, физик.
Научное наследие Лапласа относится к области 

небесной механики, математики и математической 
физики.

Для разработки созданной им математической 
теории вероятностей Лаплас ввел так называемые 
производящие функции и применял преобразова­
ние, которое носит его имя (преобразование Лап­
ласа).

что проживет до 55 лет, а его брат до 56 ,5 . Конечно, такого рода «ма­
тематические выводы» вступали в противоречие со здравым смыслом, 
это ещ е не могло быть частью математической науки, однако недаром  
чуть позж е французский математик П. Лаплас, которому принадлежат 
фундаментальные результаты в теории вероятностей, сказал, что «эта 
наука есть не что иное, как здравый смысл, сведенный к вычислени­
ям».

Необходимо отметить еще один важный для теории вероятностей ис­
точник статистических данных — отчеты страховых компаний по за­
щите интересов купцов, особенно в связи с частыми кораблекруш ения­
ми. Знаменитая на весь мир лондонская морская Контора Ллойд (от­
крытая во второй половине XVII в.) надеж но гарантировала выплату 
страховки, и эти гарантии, конечно, должны были быть основаны на 
достаточно точных закономерностях.

Два главных источника теории вероятностей

• Азартные игры;
• статистическая обработка результатов наблюдений.
Обратимся к азартным играм. Слово «азарт» происходит от арабско­

го слова «алъ-заар», обозначающее игральную кость. Азартные игры 
используют, конечно, не только кости, т .е . обточенные фигурки раз­
личной формы с нанесенными на их грани метками, но и многие дру­
гие «орудия» — карты, расчерченные доски с фигурами и т .п .

До настоящего времени примеры из области азартных игр широко 
используются при изучении теории вероятностей как упрощ енные мо­
дели случайных явлений, иллюстрирующие в простом виде основные 
законы и правила теории вероятностей.



<со
< 2^2 Уравнения и неравенства

З а н я т и е  1

Равносильность уравнений

Решение уравнений

Неизвестные в уравнениях 
обычно обозначают последними 
буквами латинского алфавита: 
х, у, z.

Примеры,

Решить следующие уравне­
ния:

1 ) х 2 -  1 = х — уравнение с 
одним неизвестным;

2 ) х 2 + у 2 = х + у  — уравне­
ние с двумя неизвестными;

3)

4)

X 1—  = - ;О Д З :  R;
2 + 1 2

Х = - ;  ОДЗ: х ф ±1\
х — 1 3

5) VT-^x = lg x  ; ОДЗ: (0; 1], 
или 0  < х < 1 .

Решение:
• х = 1 является решением (кор­

нем, одним из решений) урав­
нений 3 и 5, не является ре­
шением уравнения 1 ) и не 
входит в ОДЗ уравнения 4).

• х  = 1 , у  = 1  (или ( 1 ; 1 )) — 
одно из реш ений уравн е­
ния 2 .

1 + V5 решения урав­

нения 1);

Что следует уточнить, принимаясь 
за решение уравнений?

При решении уравнений используются сле­
дующ ие термины:

• неизвест ное  — буква для обозначения  
какой-либо неизвестной величины;

• уравнение  — два выражения с неизвест­
ными, соединенные знаком равенства;

• област ь д о п уст и м ы х  зн ачен и й  (ОДЗ) 
уравнения  — множество значений, которые 
могут принимать неизвестны е, входящ ие в 
уравнение;

• реш ение ур а вн ен и я  — набор значений  
неизвестных (из ОДЗ), при подстановке кото­
рых уравнение превращается в верное число­
вое равенство;

• решить уравнение  (найти корни уравне­
ния) — найти, описать все решения уравне­
ния. Может оказаться, что уравнение решений 
не имеет, т. е. множество его решений пусто.

Как использовать математический 
язык при решении уравнений?

1. Я з ы к  теории множеств. Уравнение бу­
дем обозначать буквой Е  (от Equation); мно­
жество решений уравнения Е  — R(E) = R  (от 
Root); область допустимы х значений (ОДЗ) 
уравнения Е  — £)(£) = D  (от Domain). По опре­
делению  R (E)  с  D (E )  — корни уравнения  
должны входить в его ОДЗ.
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1) Если уравнение Е  не имеет решений, то 
R(E) = 0  — пустое множество.

2) Если уравнение Е  имеет единственное 
реш ение, то множество R(E) состоит из одно­
го элемента (одного числа, если в уравнении 
одно числовое неизвестное).

3) Уравнение Е 2 является следствием  урав­
нения Е j, если R (E 2) => R(Ei),  т .е . каждое ре­
шение уравнения Е х является решением урав­
нения Е 2.

4) Уравнение Е 2 равносильно уравнению  
Е и  если R (E 2) = R (E X), т .е . множества реше­
ний Е г и Е 2 совпадают.

Равенство -R(-Ei) = R(E2) эквивалентно двум 
включениям R(Eх) с  R(E2) и R(E 2) с  R iE J .  Это 
дает возможность переформулировать опреде­
ление равносильности.

Уравнения Е г и Е 2 равносильны,  если каж ­
дое решение уравнения Е 1 является реш ени­
ем уравнения Е 2 и каждое решение уравнения 
Е 2 является решением уравнения Е г.

5) Если уравнение Е 3 является следствием  
уравнения Е 2, а уравнение Е 2 — следствием  
ур авн ен и я  Е г, то у р авн ен и е Е 3 явл я ется  
следствием уравнения Е х.

При этом:

R(E,) a  R (E 2) с  R(E3).

Аналогичное утверждение верно и для по­
нятия равносильности уравнений.

6) Обычный путь решения уравнения состо­
ит в построении такой цепочки следствий, пос­
леднее уравнение которой мы решать умеем. 
После этого либо выполняют проверку, либо 
выясняют, нельзя ли сделать «обратный ход» 
в построенной цепочке, т .е . будут ли уравне­
ния цепочки равносильны друг другу.

Если при переходе от уравнения Е х к урав­
нению  Е 2 оказалось, что м нож ество R (E 2) 
больше множества Д (Е Х), т .е . R (E j) с  R(E2), 
то говорят, что появились «посторонние кор­
ни», которые надо отсеять.

Если не все элементы множества R(Eх) вош­
ли в R(E2), т о  говорят, что произошла «потеря 
корней». Разумеется, в этом случае уравнение 
Е 2 не является следствием уравнения Е 1.

2. Я з ы к  л о ги к и .  Уравнение м ож но рас­
сматривать как переменное высказывание, 
множество решений которого — «множество

Язык теории множеств

• Е  — уравнение;
• R (Е) — множество решений 

уравнения;
• D (Е) — область допустимых 

значений.
Если в уравнение Е входит 

одно неизвестное, значениями 
которого являются действитель­
ные числа, то множество его 
корней R(E) является подмно­
жеством R.

Общепринятая запись мно­
жества перечислением его эле­
ментов в фигурных скобках час­
то оказывается громоздкой, и 
можно использовать любую дру­
гую форму записи, лишь бы она 
была точной и понятной.

Нарушение равносильности

Примеры,

1. Х  + — + 2 \х ~  — 1 = 0 ,  х  +
х  V 2  х )

+ 2х  = 0 .
х 2 — 1

2 .     = 2  , х + 1 = 2 .
х - 1

3. 2х + ------  — ------- + х  + 3,
х - 3  х — 3

2 х = х + 3.
. о Л 2 x 14. 2х  + 1 = х ;  + -------=

х + 1  х + 1

“ х + 1 '
5. л/х2 -  2 = Vx , х 2 -  2 = х.
В п ри м ерах 1 — 5 второе

уравнение является следствием 
первого, но имеет «посторонний 
корень», появившийся за счет 
расширения ОДЗ.

6 . х -  1 = 2 х + 3, х 2 -  1 = 
= (х + 1 )(2 х + 3).

7. х -  2 = 1 -  2х, (х -  2)2 = 
= (1 -  2х)2.

8 . х 2 -  1 = (х -  1 )(2 х + 1 ), 
х + 1 = 2 х + 1 .

9. х 2 = (2х -  I)2, х  = 2х -  1.
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В примерах 6  и 7 появляется 
«посторонний корень», в при­
мерах 8  и 9 происходит «потеря 
корня».

Язык логики

• переменное высказывание — 
уравнение;

• «м нож ество истинности»  
этого высказывания — мно­
жество решений уравнения.
Е х^>Е2, т.е. R { E i ) a R (£ 2)» 

импликация;
Ei о Е2, т.е. R{Ei)  = R (Е2), — 

эквивалентность.

Системы и совокупности 
уравнений

Каждое уравнение системы 
можно рассматривать как урав­
нение некоторой линии на ко­
ординатной плоскости.

Координаты каждой точки 
этой линии — одно реш ение 
уравнения.

Решения системы — коорди­
наты точек пересечения графи­
ков уравнений.

Совокупность уравнений

П р и м е р
(х + и = 3;

£  = j У
\ х 2 + у 2 =5.
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истинности» этого высказывания, т .е . мно­
жество тех значений неизвестных (перемен­
ных для данного высказывания), при подста­
новке которых получается утверждение (ра­
венство чисел).

Следствия можно записывать с помощью  
логического знака следствия  (им пликации ):

Ei => Е 2 означает, что R (E X) с  R (E 2).

Равносильность уравнений записывается с 
помощ ью знака э к в и в а л е н т н о с т и  (равно  
сильност и ):

Е х <=> Е 2 означает, что R (E X) = R(E2).

Равносильность эквивалентна наличию  
двух следствий:

Е х <=> Е 2 означает, что Е х => Е 2 и Е 2 => Е х.

3. Системы и совокупности уравнений. Си­
ст ем а ура вн ен и й  — это набор нескольких  
уравнений вместе с задачей нахождения реше­
ний, которые удовлетворяют каждому из урав­
нений.

Обозначение: Е = Ег,
Е2.

Реш ение системы Е  — множество всех об­
щих решений уравнений Е х и Е 2, т .е .

R(E) = R (E X) n  R (E 2).

С о в о к у п н о с т ь  у р а в н е н и й  — набор н е ­
скольких уравнений вместе с задачей нахож ­
дения решений, которые удовлетворяют хотя 
бы одному из уравнений.

~ЕХ,
Обозначение: Е =

Е2.

Решение совокупности Е  — это объедине­
ние решений уравнений, входящ их в эту со­
вокупность:

R(E) = R (E X) u  R(E2).

Совокупность уравнений часто появляется 
при необходимости разбить ОДЗ уравнения  
на более мелкие части: если D(E) = D x u  D 2, 
то уравнение Е  равносильно совокупности  
уравнений, запись которых совпадает с запи­
сью уравнения Е,  но которые имеют областя­
ми допустимых значений множества D x и D 2.



Вопросы и упражнения

1. Что означает решить уравнение?
2. Можно ли утверждать, что уравнение решено, если определено, что у него нет 

корней?
3. Что означает, что одно уравнение является следствием другого?
4. Какие уравнения называются равносильными?
5. Какая разница между системой уравнений и совокупностью уравнений?

\х + у  = 2 ,
6 . Числа х  = 1, у  = 1 удовлетворяют системе < Сколько решении пред-

[ х - у  = 0.

ставляет эта запись — одно или два?
7. Что может произойти, если переписать уравнение, изменив его область допу­

стимых значений?

■

Занятие  2 
Основные приемы решения уравнений

Какие формулы полезно помнить при решении 
простейших уравнений?

Линейное уравнение ах = Ъ х = —, а * 0  
а

Уравнение с модулем \х -  а\ = Ь Xj = а -  b; х2 = а + b, b > 0

Степенное уравнение хп = а х1 = л/a, п — нечетно
х12  = ±л/а, п — четно и а > 0

Квадратное уравнение: 
• х 2 + р х  + <7 = 0 *u="f ±]1 ^ ~ д’р 2 ~ 4 д - 0

• ах 2 + Ьх + с = 0
-b ± \ l b 2 - 4 ас 

*i,2 -  2 а ’ а * 0, Ь2 -  4ас > 0

Иррациональное уравнение л/х = b х  = b2, b > 0 , 0  при b < 0

Показательное уравнение:
• ах = b (а > 0 , а * 1 )
• ах = а° (а > 0 , а * 1 )

х = loga6 , Ъ > 0, 0  при Ъ < 0
х = с

Логарифмическое уравнение logax  = b 
(а > 0 , а * 1 )

X II

Тригонометрическое уравнение:
• sin x  = а (|а| < 1 )
• cosx  = Ь (|б| < 1)
• tg x  = a, c tg x  = Ъ

х = ( - 1 )" arcsin а ± пп,
х = ±arccosb + 2пп, п е Z
х  = arctg а + пп, х = arcctg b + пп, п е Z
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Выделение линейного 
множителя

• /(х) = X s  + 6х -  7.
Легко заметить, что Д1) = 0. 

Следовательно, Дх) делится на 
х  -  1. Второй множитель можно 
найти либо делением «столби­
ком», либо «заставляя» Дх) раз­
делиться на х  -  1:
х 3 + 6 х — 7 = х 3 -  х 2 + х2 -  х +
+ 7х -  7 = (х -  1)(х2 + х + 7).

Разложение многочлена 
на множители способом 

группировки

• X5 + X + 1 = X5 -  X2 + X2 + X +
+ 1 = х2(х3 -  1) + (х2 + X + 1) = 
= х2(х -  1)(х2 + х + 1 ) + х2 + х + 
+ 1 = (х2 + х + 1)(JC3 -  х2 + 1);

• хв + 4х4 -  32х2 = х2(х4 + 4х2 + 
+ 4 -  36) = х2((х2 + 2)2 -  62) = 
= х2(х2 + 8)(х -  2)(х + 2).

Решение тригонометрических 
уравнений разложением 

на множители

• sin х + sin 2х + sin Зх = 0.
Выполняем преобразова­

ния:

sin х + sin 2.x + sin Зх =
= (sinx + sin3x) + sin2x =

= 2 sin 2x cosx + sin2x =
= sin 2x (2 cosx + 1).

Теперь решаем два стандарт­
ных уравнения:

sin 2х = 0, х = —  , k е Z;
2

1 J  ккcosx = -----, х = ± ------ + 2 кк,
2  3

k е Z;

• sin4x -  cos4x = 2cos2хsinx. 
Преобразуем левую часть:

sin4x -  cos4x = (sin2x -  cos2x) x 

x (sin2x + cos2x) = -cos2x.

Возвращаемся к исходному 
уравнению: -cos 2х = 2 cos 2х sin х.

Как сводить уравнения 
к простейшим?

1. Разлож ение на множители.
Если уравнение равносильными преобра­

зованиями удается привести к виду □ 0  = 0,
[0 = 0то оно равносильно ^  _ при условии сохра­

нения ОДЗ.

1) Выделение множителя в алгебраическом  
выражении.

Р а зл о ж ен и е многочлена на м н ож ители  
основано на следую щ ей простой теореме (ее 
часто называют теоремой Декарта, иначе ее 
можно получить как следствие известной те­
оремы Безу): если число а являет ся корнем  
многочлена  Д х), то Д х) делит ся на двучлен  
х  -  а, т .е .  справедливо разлож ение на м но­
жители: Д х) = (х  -  a)g(x),  где g(x)  — много­
член, степень которого на единицу меньше  
степени  Д х).

Корень многочлена с целыми коэффициен­
тами можно попытаться найти подбором.

Нетрудно доказать, что целый корень мно­
гочлена с целыми коэффициентами и с коэф­
фициентом, равным 1, при старшей степени  
обязательно является делителем свободного 
члена.

П оэтому, перебирая делители свободного  
члена, можно узнать все целые корни.

2) Способ группировки.
Часто для выделения множителя некото­

рого выражения полезно рационально сгруп­
пировать его слагаемые.

Этот прием широко используется при ре­
шении алгебраических уравнений.

В ходе решения тригонометрических урав­
нений часто удается выделить множители и 
тем самым упростить уравнение.

При переходе от уравнения вида П О = О 
к совокупности двух уравнений вида □  = О 
и О = 0 надо следить за тем, попадают ли кор­
ни одного из них в ОДЗ другого (и тем самым 
в ОДЗ исходного уравнения).

3) Сокращение общего множителя.
Уравнение вида □  • ■  = О • ■  можно преоб­

разовать к виду (□  -  0 )  И = 0 , но можно и
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сократить на ■ ,  решив предварительно урав­
нение I  = О и указав его корни в окончатель­
ном ответе (не забыв проверить, что они ле­
жат в ОДЗ уравнения □  = О).

2. Зам ена неизвестного.
Замена неизвестного — самый распростра­

ненный способ решения уравнений.
Он состои т в сл едую щ ем . А н а л и зи р у я  

внешний вид уравнения, стараются заметить 
его симметрию — часто можно увидеть, что 
сложное выражение зависит лишь от некото­
рого блока — повторяющегося выражения.

Посмотрите, не решая, на следующий на­
бор уравнений:

а) (х2 + З х )2 + 2 (х 2 + Зх) -  120 = 0;

б) л/х2 + З х  + л/х2 + Зх +1 = 1;

в) 2 *2+2х -  2*2+3*-1 = —
2 ’

г) log2(x 2 + 3 x ) - lo g 2(x2 + 3 х ) = 2.
В каждом из этих уравнений отметим при­

сутствие выражения х 2 + Зх.
Если заменить его буквой у,  т .е . положить 

у  = х 2 + Зх ,  то получим более простые урав­
нения относительно у:

а) у 2 + 2 у  -  120 = 0;

б) л/у +  л/у + 1 =  1 ;

в) 2 У -  2 у~г = — ;
2

r ) lo g i y - l o g 2y = 2 .
Найдя из этих уравнений значения у ,  под­

ставим их в соотношение у  = х 2 + Зх  и вычис­
лим корни исходного уравнения.

Некоторые замены встречаются наиболее 
часто.

1) Биквадратное уравнение

х 4 + р х 2 + у = 0 

заменой х 2 = у  приводится к квадратному 

у 2 + р у  + q = 0.

, „ 5±V 37Ответ: 1; 4 ; ----------- .
2

2) Возвратное уравнение

х 4 + а х 3 + Ъх2 + а х  + 1 = 0.

Приравниваем множитель  
cos 2х  нулю и сокращ аем на 
него:

(2А + 1)л , „
cos2x = 0, х  = ------------, k е Z;

4
1  71sinx =  , х =  ь 2kn, k e Z,
2 6
7x = — 7i + 2kn, k e Z.
6

Ответ: x = + 2kn; x = — n +
6 6

+ 2kn, k e Z.

Изменение ОДЗ 
при разложении на множители

•  х  л / х - 3 -  2 = 2х -  л ! х - 3  <=> 

<=> х V x- З  + л 1 х - 3 -  2х -  2 = 
= 0 <=>(х + 1 ) л /х -3  -  2 (х + 1 ) = 
= 0 <=> (х + 1)(л /х-3  -  2) = 0. 
Корень первого множителя

х + 1 не попадает в ОДЗ второго, 
поэтому его нужно отбросить. 
Приравняв нулю второй мно­
житель, получим корень х = 7. 

Ответ: 7;
sin x  + sin 2 x 1  . , х• -----------------   = — sm xtg— <=>

2 -c o sx  2  2

sinx + 2 sin xcosx
2 -c o s x

1 . x = — s in x tg —.
2 2

Приравниваем sin x  к нулю 
и сокращаем на него: х  = лА, 
k е Z. Некоторые из найденных 
корней не попадают в ОДЗ ос­
тавшегося уравнения, в которое 
входит t g ^  (например, sin п =

= 0, но tg ^ не существует). Оста­

вить надо лишь х = 2 nk, k е Z, 
и после этого решать оставшее­
ся уравнение:

1 + 2 cosx 1 , х 
--------------= - t g — .

2  -  cosx 2  2

Выполняем зам ену co sx  =
1 - t 2 х= -----   , где t = tg — (при этой
1 + t2 2
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замене могут потеряться корни, 
если они являются корнями 
уравнения cos х = -1 ,  однако 
этого не происходит). После 
преобразований получим алгеб­
раическое уравнение 3£3 + 2 t2 + 
+ £ - 6  = 0. Один корень t = 1 
угадывается сразу. Раскладыва­
ем на множители: З£3 + 2£2 + t — 
-  6 = (t -  1)(3£2 + 51 + 6). Второй 
множитель корней не имеет.

Получаем tg —=!<=> — = — + nk, 
2 2 4

х = — + 2nk, k e Z.
2

Ответ.: x = 2nk, x  = — + 2nk, 
k e Z. 2

Замена неизвестного

• 15-2X+1 + 15-22 x = 135. 
После замены 2х = у  получим

15 2i/ + 15 — = 135 <=> 2у + — = 
У У

= 9 о  2у2 -  9у + 4 = 0; у 1 = 4,

у 2 • Поэтому либо 2х = 4;

= 2, либо 2х = i  ; х2 = ~1-

Ответ: -1; 2;
j_+i.

• Х 10+5 gJ: = \[х.

Логарифмируем и заменяем 
lgx  на у:

—  + i l g x  llgJC = —lgx. 
10 5 J 2

1 1 1 1
ТО + 5 УГ 2 У;

у  = 0  : lg х  = 0 , х = 1 ;

-  + - у  = — о  у = 2 : lg х  = 2 , 
10 5 2

х  = 100 .

Ответ : 1; 100;
• уравнение может быть одно­

родным не только по отно­
шению к тригонометриче­
ским функциям:
(х -  2 ) 4 + (х -  2 )2(х + З) 2 -  

-  2 0 (х + З) 4 = 0 .

Делим на х 2 (0 не является корнем) и вы­
полняем замену х  + —= у  . Зам етим, что у 2 - 

х

х 2 + 2  + - ^ , так что х 2 + а х  + b +
а 1

+ --п
X2 X X2

(  i f (  1>
+ 5 - 2 .х  и—  I + а X н—

У х ) V х )
3) Однородное уравнение

sin2*  + р  s in x  cosx  + qcos2x  = 0.

Делим на cos2x  и заменяем tg x  на у.  Зам е­
тим, что ни один корень уравнения cos х  = 0 
не является корнем исходного уравнения. По­
лучаем у 2 + р у  + q = 0.

4) Зам ены  в показат ельны х уравнениях.
Показательные уравнения обычно приво­

дят заменой неизвестного к линейному или  
квадратному уравнению.

Различить эти случаи м ож но, сравнивая 
показатель при одном и том ж е основании.

Например, все выражения в таком ряду:
2-* /  г—л 1-2*

2X+1; -  ; (V2)2x+3;
1 + Х

у ]  ; (0,25) h  8 з

линейно выражаются через у  = 2 х 

2Х + 1 = 2 -2 х = 2 у;
\ 2 - х

= 2х 1
1 У;
3

' £
2

( 7 2 ) =  2Ж+2=  22

л4-2* 1 1--(1-2*) х— и 
= 2 2' = 2  2 = -%=;

72

Л х (1 у \ х 
(0,25) 2 = ^ -J  = 2х = у;

1+х

8 з = 2Х+1 = 2у.

Замечание об области определения нового 
неизвест ного.  Обозначая в некотором урав­
нении с неизвестным х  выражение Д х) за но­
вое неизвестное у ,  приходим  к уравнению  
с неизвестным у.

Область определения у  совпадает с облас­
тью значений функции у  = Д х).
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На это можно не обращать никакого вни­
мания при замене неизвестного, так как, ре­
шив уравнение относительно у  и перейдя к 
уравнению Д х) = у  для нахождения х , мы все 
равно столкнемся с этим вопросом — уравне­
ние Д х) = у  имеет корни в том и только в том 
случае, когда число у  входит в область значе­
ний функции f.

Например, выполняя в некотором показа­
тельном уравнении замену 2 х = у,  можно на 
этом этапе не учитывать, какие значения мо­
ж ет принимать у.

Если уравнение относительно у  имеет, на­
пример, корни у х = 4, у 2 = - 4 ,  то, решая урав­
нение 2х = - 4 ,  мы запиш ем, что у  него нет 
корней.

В то ж е время отмечать (если это не слож ­
но) область значений у  полезно, так как это, 
во-первых, может упростить решение уравне­
ния относительно у  (в нашем примере, если  
искать только положительны е реш ения, то 
это может оказаться проще, чем решать урав­
нение полностью).

Во-вторых, внимание к области значений  
может предостеречь от случайных ошибок. 

Н апример, выполняя в возвратном урав- 
1

нении замену у  = х  + — , полезно сразу иметь 
х

в виду, что \у\ > 2.
7

Поэтому, получив корень у  = — , его можно
4

отбросить сразу и не решать уравнения х  + — =
х

= —, чтобы не ошибиться при решении квад- 
4

ратного уравнения.

Делим на (х + З) 4 (х = - 3  не 

является  корнем ): \ ——^  +

x - 2 n2

х + 3
2

х  + 3 ,

- 2 0  = 0. После замены

х - 2
= у  получаем у2 + у  -  2 0  =

х + 3
= 0; у 1 = 4, г/ 2 = -5 .

* - 2 ^  = 4 «  —  =±2;
х + 3 ) х+ 3

х - 2

х + 3
2 «• Xj = -8;

х - 2  _ 4 = -2  о  х2 = — ;
х + 3 3

х -2 ^ 2  = - 5  — решений нет.
x + 3j 4
Ответ:  - 8 ; — ;

3
уравнение со взаимно-обрат­
ными выражениями:

JL. + 2 E ± ! = 3 .

X /х + 1 1
— г = г/; J  = - .
'+ 1  V X у

у  + -  = 3 <=> г/ 2 -  Зг/ + 2 = 0; 
У г/i = 1, г/г = 2.

-^ — =!<=> х  = х + 1 — 
х + 1

решений нет.

о х .= 2 <=>  = 4 о  х  =
V х + 1 х  + 1

4
= 4(х + 1) <=> Зх = - 4  <s> х = -  — • 

4О т в е т : ---- .
3

Вопросы и упражнения
■

1. Что может произойти с ОДЗ при переходе от уравнения вида □  • О = 0 к сово­
купности уравнений □  = 0 , 0  = 0 ?

2. Какие рациональные корни могут быть у многочлена с целыми коэффициента­
ми и со старшим коэффициентом 1 ?

3. Может ли произойти потеря корней при переходе от уравнения вида □  • О = 0 
к совокупности уравнений □  = 0, О = 0? Могут ли при этом появиться посто­
ронние корни?
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4. Какие связи возможны между уравнениями □ 0  = П- И и 0  = И, полученными 
из исходного сокращением на выражение □?

5. Какие замены неизвестного встречаются наиболее часто?
6 . В уравнении вида F(f(x)) = 0 сделана замена f(x) = у  и получено уравнение вида 

F(y) = 0. Какова его область допустимых значений?
7. Приведите примеры показательных уравнений заменой неизвестного, приводя­

щихся к линейному уравнению; к квадратному уравнению; к алгебраическому 
уравнению более высокой степени.

8 . Из-за чего может произойти потеря корней при решении однородного уравне­
ния? Приведите пример.

Занят ие  3 
Системы уравнений

Метод подстановки

Рассмотрим четыре системы:

1} \х2 + у 2 = 25,
\ х - у  = 1;

2)

[ 1 Л  = 2,
3) \ х  у

[ху  = 3;

\2х + 3у = 4ху,
4) 3

I х + у  = - х у .

Второе уравнение в системах 
можно решить относительно у, 
т .е . преобразовать к виду у  = 
= f(x):

1 ) x - y  = l o y  = x - l - ,

2) х 2 + у  = 3 <=> у  = 3 -  х 2;

3) ху  = 3 <=> у  = - ;
X

3 х4) х + у =  - х у  <=> у = -  .
—х - 1  
2

Подставляя у  = f(x) в первое 
уравнение систем, получим урав­
нение с одним неизвестным:

1) х 2 + ( х -  I ) 2 = 25;
2) х 2 + (3 -  х 2)2 = 5;

х 2 + у 2 = 5, 
х 2 + у  = 3;

Каковы основные методы решения 
систем уравнений?

\ 1. М ет од подстановки.
Системы уравнений появляются при реше­

нии задач, в которых неизвестной является  
не одна величина, а несколько. Эти величины  
связаны определенными зависимостями, ко­
торые записываются в виде уравнений.

Один из основны х методов реш ения си ­
стем — метод подстановки.

Р а ссм о т р и м , н а п р и м ер , си ст е м у  дв у х  
уравнений с двумя неизвестными х  и у:

{х + у  = 2 , (х = 2 - у ,
{ х  + 2 у  = б °  {(2 -  у) + 2 у  = 6 °

\ х  = - 2 , 
о  \

[У = 4.

Часто удается одно уравнение преобразо­
вать так, чтобы одно неизвестное явно выра­
жалось как функция другого. Тогда, подстав­
ляя его во второе уравнение, получим урав­
нение с одним неизвестным.

Реш им систем у трех уравнений с тремя  
неизвестными методом подстановки:

х  + у  + z  = 4,
• 2 х  -  у  -  2 г  = -2 , <=> <

Зх + 4 у  -  5z = 6

х  — 4 — у  — z,
2(4 -  у  -  г)  -  у  -  2z  = -2 ,  <=> 

3(4 -  у  -  z)  + 4 у  -  5z  = 6
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х  = 4 -  у  -  z, X = 4 -  у - 2 , X = 1,

<=> • у  = 8 z -  6, о  ■у = 8 2 - 6 , о  - У = 2,
3 ( 8 2 - 6 ) + 4д = 10 282 = 28 2 = 1.

2. Использование графика.
Каждое из уравнений системы можно рас­

сматривать как уравнение кривой. Поэтому  
решения системы двух уравнений с двумя не­
известными можно интерпретировать как ко­
ординаты точек пересечения двух кривых.

3. Линейны е системы.
В математике и ее приложениях большую  

роль играют системы линейны х уравнений. 
Любую такую систему можно решить спосо­
бом подстановки. Выражая из одного уравне­
ния системы одно неизвестное и подставляя  
в другие уравнения системы, мы уменьшим  
число уравнений и неизвестных системы, со­
храняя ее линейность.

4. Симметричные системы.
Система уравнений называется симметрич­

ной, если она составлена из выражений, сим­
метричных относительно неизвестных:

1) х 2 + у 2;

2 ) -  + - ;
X у

3) (х -  у)2;
4) х 3 + у 3;

b ) £ z l  + l z l .
у  X

6) х  + у  + z;
7) х у  + y z  + zx;
8) x y z  и т .д .
Возьмем две буквы х  и у.
Два выражения — их сумма и = х  + у  и произ­

ведение v  = ху  — являются основными симмет­
ричными выражениями относительно х н у .

Другие симметричные вы ражения мож но  
выразить через и и и:

1) х 2 + у 2 = (х  + у ) 2 -  2х у  = и2 — 2 и;

2) I  + i  = £±i'»it;
X у  х у  V

3) X3 + у 3 = (х  + у)(х 2 + у 2 -  ху) = и (и2 -  3 и).
Теорема Виета выражает основные симме­

тричные выражения относительно корней х х

3) -  + * = 2;

4) 2х+  3* = 4*-

1)

2 )

3)

4)

3 , 3 ,—* - 1  - х - 1
2 2

Решая уравнение, находим  
его корни — значения неизвест­
ного х,  а затем для каждого из 
них — соответствующее значе­
ние у  по формуле у = f(x):

14, [х2 = —3,
lz/i = 3; \ у 2 = -4;
{* ! = 1 ,  |X2 = - 1 ,

lf/i = 2; \у2 = 2;
|лс3 =2, |*4 = -2 ,
[Уз = -1; [у* = -1;
Г* = 1,
\у = 3;
(■*4 = 0, |*2 =1,
lz/1 = 0; li/2 = 2 .

Геометрическая интерпретация

Дадим геометрическую ин­
терпретацию четырех рассмот­
ренных систем.
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П р и м е р ы

1. 2х2 + 5* -  4 = 0: 
g

и = х х + х 2 = -  —, v = х гх2 = -2 .

1) xf + xf = и2 - 2 v =

2 )
1 1

41 
4 ;

и - 2

ч -1 Хп — 1 V -и  + 1
Л - 2

2

- 2 Л + 1
2

= -3;

*2 _  + * f  _ U S - 3 l l V

Х о  Х л
3 ) Л +М  = :

125
8

1

-1 5

х,х;1Л 2 V

2.
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-2  16

х3 + у 3 = 7, 
х2 +3 хул-у2 = -1 .

Воспользуемся найденным 
выражением х 3 + г/3 через и 
и v:

\и (и2-3и) = 7,
L 2+ n = - l .  °

ряют системе уравнении
Jxi + х 2 
|x ix 2 = I

Например, систему заменой

и х 2 квадратного уравнения х 2 + р х  + q = 0 че­
рез коэффициенты:

Хх+х2 = - р ,
Х\Х2 = д.

Любое выражение, симметричное относи­
тельно корней квадратного уравнения, можно  
выразить через его коэффициенты, не находя  
самих корней (см. примеры в узкой колонке).

Можно сформулировать теорему, обратную  
теореме Виета: если числа х х и х 2 удовлетво-

'2 = -Р ,
, ТО о н и

<?
являются корнями уравнения х 2 + р х  + q = 0.

Доказательство этой теоремы получается  
подстановкой х 2 = - р  -  х х из первого уравне­
ния системы во второе.

Симметричную систему можно упростить 
заменой симметричных выражений выраже­
ниями через сумму и произведение неизвест­
ных.

х 2 + у 2 = 25, 
х  + у  = 7

х  + у  = и, 
x y  = v

и2 - 2 v  = 25, \и = 7,
<=> {

и = 7 [о = 12.
Зная и и v,  по теореме, обратной к теореме 

Виета, находим х  и у  из квадратного уравне­
ния t 2 -  7 t  + 12 = 0: = 3, t 2 = 4.

1*1=3, lx2 = 4 , 

li/i = 4, jz/2 = 3.
Р еш ение некоторы х уравнений полезно  

сводить к решению симметричных систем.
Например, при решении линейной систе­

мы часто мож но воспользоваться ее сим м е­
трией:

х + 2г/ + Зг + 4# = 11,
2x + 3y  + 4z  + t  = 12,
Зх + 4 у  + z  + 2t  = 13,
4х  + у  + 2z + 3t = 14.

Сложим все уравнения и получим 1 0х  + 
+ 10у + Юг + 10# = 50, или x  + y  + z  + t  = 5.

м о ж н о  п р и в е с т и  к с и с т е м е

О т вет :
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Теперь вычтем это уравнение из первых трех 
уравнений:

у  + 2z + 3t = 6,
• у  + 2 z - t  = 2, 

у  - 2 z - t  = - 2 .

Разность первой пары уравнений дает 

4t  = 4 <=> t = 1;

второго и третьего уравнений:

4г = 4 <=> z = 1.

Далее подстановкой находим у  = 1 и х  = 2.

О т вет : I"*"
Ъ = 1 .

Что можно сказать 
об исследовании системы 
двух линейных уравнений 
с двумя неизвестными 
в общем виде?

И ссл едов ан и е систем ы  дв ух  л ин ейн ы х  
уравнений с двумя неизвестными имеет на­
глядный геометрический смысл.

Пусть дана система двух линейных урав­
нений:

(а1х  + Ь1у  = с1;
\ а 2х  + Ь2у  = с2.

График первого уравнения — прямая 1г.
График второго уравнения — прямая 12.
Реш ением системы будет точка пересече­

ния графиков с координатами А (х 0; z/0).
Исключениями являются следующ ие слу­

чаи:
• 1Х = 12, т .е . графики первого и второго 

уравнений совпадают.
Это возможно в случае пропорционально­

сти коэффициентов при неизвестных (а х, а 2, 
&х и Ь2) и свободных членов (сх и с2), т .е .

сх

6̂2 2̂ с 2

(и -  1)(4ц2 + 4н + 7) = О,
<=> < <=> 

и = -1 -ы 2.

и -1 = 0 ,

4u2+4u+7=0 — корней нет; 
=> и = 1.

Далее решаем систему 
\х + у = 1 ,
[ху = -2.

[хх=-1 , \х2 =2,
\У1 = 2; [Уг = -!•

3. %/х +15 -  \ /х - 4  = 1.

Заменяем %/ х +15 = г;

Ответ:

s j x - 4 = t.
J z - t  = l ,
[г3 - t 3 =19,

23 -  t3 = (2 -  f)(22 + 2# + t2) = 19.
Если z -  t = 1, to  z2 + zt + t2 = 

= 19.
Решаем симметричную (от­

носительно 2 и - t )  систему:
|2  + Н )  = 1,

{(г - 1)2 -  Зг(-() = 19; 
| г Н )  = - 6 ,
[2 + (-t) = l;

Г 2Х = 3, fz2 = —2,
[Д — 2; [t2 — ~3; 

у/ х ~ + 1 5  =  3  <=> х  =  1 2 ;

%/х + 15 = -2  о  х  = -23 . 
Ответ: -23; 12.

а2 Ь2

Главный случай
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Исключения • lx || 12, т .е. графики первого (прямая 1г) 
и второго (прямая 12) уравнений параллель­
ны.

о *

Это возможно в том случае, когда коэффи­
циенты при неизвестных пропорциональны, 
а свободные члены — не пропорциональны, 
т. е. выполняются следующ ие соотношения:

Вопросы и упражнения
■

1. Какова геометрическая интерпретация решений системы двух уравнений с дву­
мя неизвестными?

2. При каком условии система двух линейных уравнений с двумя неизвестными 
имеет единственное решение?

3. Может ли система двух линейных уравнений с двумя неизвестными иметь ров­
но два решения?

4. В чем состоит теорема, обратная теореме Виета?
5. Как выражается сумма квадратов и сумма кубов чисел через их сумму и про­

изведение?
6 . Приведите пример уравнения, решение которого полезно сводить к решению 

симметричной системы.

Занят ие  4 
Решение неравенств

Стандартные неравенства Что следует вспомнить перед 
решением неравенств?Vjc-1 <2.

ОДЗ: х  > 1, или [1; +оо). 
х = 2 — одно из решений не- Неравенство с одним неизвестным получа­

ется, когда соединяют знаком неравенства два 
выражения, содержащ их одну букву (одно не­
известное), или, что близко по смыслу, две 
функции от одной и той ж е переменной.

1. Что значит  реш ит ь неравенст во?

равенства, так как V2 - 1  < 2  . 
Н еравенство равносильно

системе

Ответ : [1; 5).
Неравенство х  -  1 < 22 явля­

ется следствием исходного, но 
не равносильно ему. Область допуст им ы х значений  (ОДЗ) не­

равенства — множество значений неизвестно-

Ограничимся неравенствами с одним неиз­
вестным.
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го, при подстановке которых получается ос­
мысленное числовое неравенство.

Решение неравенст ва  — это такое значе­
ние неизвестного, при подстановке которого 
получается верное числовое неравенство.

Р еш и т ь н е р а в ен ст в о  — значит найти, 
описать множество его решений.

Два неравенства называются равносильны­
ми, если множества их решений совпадают.

Одно неравенство является след ст ви ем  
другого, если множество его решений содер­
жит в себе множество решений второго.

Иными словами, при переходе от одного 
неравенства к другому — его следствию, мы 
не должны терять ни одного решения исход­
ного неравенства.

Обычно это оформляется таким рассуж де­
нием: пусть верно ... (исходное неравенство), 
тогда верно ... (его следствие).

Ясно, что каж дое из равносильных нера­
венств является следствием другого.

2. Ст андарт ные неравенства.
Реш ение неравенств (так ж е как и реш е­

ние уравнений) обычно распадается на два 
шага: преобразование неравенства к одному 
из стандартных; решение стандартного нера­
венства.

К стандартны м неравенствам относятся  
следую щ ие типы неравенств (из возможных 
четырех знаков неравенства выбираем один):

1) линейное неравенство

а х  + Ъ > 0;

2) кусочно-линейное неравенство

|ах  +  Ь| < 0;

3) квадратное неравенство

а х 2 + Ьх + с > 0;

4) степенное неравенство

х п > а;

5) показательное неравенство

ах > Ь;

6) логарифмическое неравенство

logo* > Ъ.

Линейное неравенство

-2х  + 3 > х + 5.
2-2х + 3>д? + 5<=>3дг<-2<=>х< — .
3

Ответ: | -оо;

Кусочно-линейное 
неравенство

\2х -  3| < 5.

\2х — 3 < 5 о < -  о  
2

3 5 3 5<=> < х  < —+ — .
2 2 2 2

Ответ: [-1; 4].

Квадратное неравенство

-2 х 2 + 5х -  3 < 0.
-2 х 2 + 5х -  3 < 0 о  2х2 -  5х + 
+ 3 > 0; корни уравнения х х = 1, 

3х9 = — .
2

Ответ: (-оо; 1)иГ^; -юоj .

Степенное неравенство

дг3 < -1 .  
х3 < -1  <=> х < -1 . 

Ответ: (-оо; -1).

Показательное неравенство

2х > - 1.

Так как левая часть строго 
положительна, то неравенство 
выполняется при всех х.

Ответ: х — любое число.

Логарифмическое неравенство

l o g i ( 3 - x ) > - l .
2

ОДЗ: х < 3.

log! (3 -х )> -1 < = > 0 < 3 -
2

\х > 1,
-  х < 2  о

Ответ: (1; 3).
х < 3.
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Умножение на одну 
и ту же функцию

^  < - .  ОДЗ: х  > 0.

<=>

jc + 1 5
Умножим на х  + 1. Это не 

нарушает равносильности, так 
как на ОДЗ х  + 1 > 0:

\[х < — (х  + 1 ) <=>
5

х <  —  (х2 + 2х + 1),
<=> j 25 <s>

[х > 0 .

4х2 -1 7 х  + 4 > 0 ,
х > 0

.  1х х = 4, х 2 = -  .
4

Ответ:  0; ^ ju (4 ;  +оо).

• у/х + 2 > х. ОДЗ: х  > -2 .
Из трех комбинаций знаков 

остались две, так как \1х + 2  

всегда > 0 .
Если -2  < х  < 0, то неравен­

ство верно, так как слева стоит 
положительное число, а спра­
ва — отрицательное. Пусть х  > 0:

I   х + 2 > х ,Vx + 2 > х о  <
х > 0

2
<=>

I х2 -  х -  2 < 0,<=> \ => 0 < х < 2.
[х > 0

Ответ:  [-2 ; 2).

Логарифмирование — 
потенцирование

log2(x -  1) < log2(3 -  х). 
ОДЗ: (1; 3).

х - 1  < 3 -  х, [х < 2 ,
<5> < о

1  < х  < 3 [ 1  < х  < 3
<̂ > 1  < х  < 2 . 

Ответ:  (1; 2).
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3. П ереход к следствию.
Р азберем  основны е трудн ости , которы е 

встречаются при переходе от неравенства к 
его следствию:

1) умножение на одну и т у  же ф ункцию  
(например, освобож дение от знам енателя). 
Этот прием рекомендуется выполнять лишь 
при уверенности, что множитель сохраняет  
постоянный знак (для всех допустимых зна­
чений неизвестного). В противном случае луч­
ше перенести все члены в одну часть нера­
венства и воспользоваться методом интерва­
лов;

2) рассм отрим  неравенство а > Ъ. Если  
Ъ> 0 (тогда а > 0), то из неравенства а > Ъ сле­
дует неравенство а 2 > Ь2.

Обратно, из неравенства а2 > Ъ2 при допол­
нительных условиях Ъ > 0 , а > 0 следует не­
равенство а > Ъ.

Пусть теперь Ъ < 0.
Если при этом а > 0 , то неравенство а > Ъ 

верно.
Если ж е b < 0 и а < 0 , то из неравенства 

а 2 < Ъ2 следует неравенство а > Ъ.
Верно и обратное: из неравенства а > Ъ  при 

соблюдении условий Ъ < 0 , а < 0 следует не­
равенство а 2 < Ъ2.

Эти р ассуж ден и я  исчерпы ваю т все в оз­
можные случаи (их получилось три: 1) а > 0 
и Ъ > 0; 2) Ъ < 0 и а > 0; 3) Ъ < 0 и а < 0);

3) логарифмирование  — потенцирование.  
Эти преобразования совершаются с помощью  
строго монотонных функций, поэтому следить 
за сохранением  равносильности здесь про­
ще — главная трудность связана с сохранени­
ем ОДЗ.

4. Зам ена  неизвестного.  Реш ая неравен­
ство, часто полезно делать замену неизвест­
ного. При этом, как правило, приходится ре­
шать неравенство не на всей его естественной 
области определения, а на меньшей.

Например, при замене выражения Д х) че­
рез у  приходим к неравенству F(y) > 0.

П оследнее неравенство нуж но решать не 
на всей области определения ф ункции F, а 
на ее пересечении с областью значений функ­
ции f.



В чем состоит важнейший метод 
решения неравенств — метод 
интервалов?

М ет од инт ервалов  — метод нахождения  
знака выражения (а значит, и решения нера­
венства) с помощью разбиения ОДЗ выраже­
ния на интервалы (промежутки), на каждом  
из которых выражение сохраняет постоянный 
знак.

В простейшем виде схема применения ме­
тода интервалов в случае, когда выражение 
раскладывается на линейные множители, вы­
глядит следующим образом:

Алгоритм

Р азлож ить на л и ­
нейные множители

Нанести корни 
на числовую ось

Расставить знаки  
на интервалах

Записать ответ

> О

> О

I
(X -  ©)(Х -  ф)(Х -  © ) 
(X -  @)(Х -  ©)(Х -  ® )

I 

I
Х < Ф , ©  < X < ® , 
® < х < ®, х> ®

М етод интервалов основан на том , что 
функция, непрерывная на некотором интер­
вале и не обращающаяся на нем в нуль, со­
храняет на этом интервале постоянный знак.

С оображ ения непрерывности позволяю т  
применять метод интервалов не только к про­
изведению линейных множителей, но и к про­
изведению любых множ ителей, корни кото­
рых известны.

М етодом интервалов реш аю тся, преж де  
всего, рациональные неравенства, т .е . нера­
венства, в одной части которых стоит рацио­

нальная дробь Р(х) , где Р(х)  и <?(х) — много-
Q(x)

члены, а в другой части — нуль.
Разбиение на интервалы применяется не 

только для решения неравенств, но и для пре­
образования выражений (необходимых в про­
цессе реш ения уравнений и неравенств), за ­
висящ их от его знака.

Замена неизвестного

2 2* + з _  2 Х + Ъ +  14 >  0 .  

Замена: 2Х+1 = г, ОДЗ: г  > 0.
2 2х+ з _ 2 *+5 + 14 > О »

-t> 2z2 -  16г + 14 > 0, z > 0 <=> 
z 2 -  8 2  + 7 > 0, z > 0; корни 

1; 7; г  е  (0; 1] и  [7; +оо).
2 ё (0; 1] о  0 < 2X+1 < 1 о  

о  х <  -1; г  е  [7; -юо) <=> 2Х+1 >  7 <=> 
<=> х > -1  + log27.

Ответ: (- о̂; -1 ] и  [-1 + log27; 
+сс).

Метод интервалов

х + 1  х  + 3 х + 2
Перенесем правую часть вле­

во, приведем к общему знаме­
нателю и разложим на множи­
тели числитель дроби:

1 2  3
х + 1  х + 3  х + 2

х - 1

< 0 »

>0.
(х  + l) (x  + 2 )(х + 3)

+ ]
- 3 - 2 - 1 0  1 х

Применяя метод интерва­
лов, с помощью числовой оси 
решаем неравенство и получаем 
ответ: х  < - 3 ,  - 2  < х < - 1 , х  > 1 .

Его можно записать в виде 
объединения интервалов.

Ответ:  (-оо; -3 )  и (-2; -1 )  и 
и (1; -юо).

Возведение неравенства 
в квадрат

1 1  х2
4 “ 4 4

Замечаем, что

х 4 - х 2 + 1  = | х 2 - 1  
4 1 2

Определяем знак выражения

х -  — на интервалах:
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" ^ J u l v i ;+00

=> х2 — > 0;

На объединении первых двух 
интервалов получаем неравен­
ство

2 1 , 1ДГ > —
2 4

х

„  I 1 1На и нтервале — j=\ —s=
имеем неравенство ' ^ ^

1 , 1 х
-  -  х 2  > --------------
2 4 4

2 2 1 <=> дг < — .

Наносим все корни на чис­
ловую ось и записываем ответ.

(/////<,

3. л ! 0 _1 ±  ПГ х
5 V2 л/З V3 V2 V 5

Ответ:

[  1з ~ 1 1 '

Н  i i .
U

co
ll

;
U

fs
N

U л +со
V о

Типичными примерами являются следую ­
щие преобразования:

1) раскрыт ие модуля.
Преобразование основано на том, что:
• |П| = □ ,  если □  > 0;
• |П| = если □  < 0.
Если в процессе преобразований нужно и з­

бавиться от модуля, необходимо рассмотреть 
интервалы, на которых выражение □  сохра­
няет постоянный знак;

2) возведение неравенства в квадрат .
Если неравенство имеет вид VD = О , то его

полезно рассматривать на отдельных интер­
валах, где О сохраняет постоянный знак:

• если О > 0, то его можно возвести в квад­
рат, т .е . на этом интервале оно равносильно 
неравенству □  > О 2;

• если О < 0 , то его и «решать не нужно»: 
оно верно при всех тех х  из ОДЗ, для которых 
О < 0;

3) извлечение квадрат ного корня.
Если под знаком радикала стоит полный 

квадрат, то при извлечении корня можно вос­
пользоваться

• знаком модуля (\[х? = |х|);
• применить метод интервалов.

Вопросы и упражнения
■

1. Какие неравенства называются равносильными?
2. Какой вид может иметь множество решений линейного неравенства? квадрат­

ного неравенства?
3. Какие стандартные неравенства вы знаете? Какими могут быть множества их 

решений?
4. В чем состоит алгоритм решения рационального неравенства методом интер­

валов?
5. Какое свойство непрерывной функции используется в методе интервалов?
6 . Как применяется метод интервалов для раскрытия модуля?
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f f l l  BECE*A
Разрешимость алгебраических уравнений

Вопросы разрешимости уравнений в радикалах были окончательно 
решены только в первой половине XIX в. в работах замечательных ма­
тематиков — итальянца П .Р уф ф и ни , француза Э. Галуа и норвеж ца
Н. Абеля. Из этих ж е работ вытекало и решение знаменитых геометри­
ческих задач древности. Вопрос о построении циркулем и линейкой был 
до конца исследован К. Гауссом. Предложенный им способ построения 
правильного семнадцатиугольника изображен на надгробной плите.

Невозможность решения других знаменитых задач древности имеет 
следующ ее объяснение:

1) трисекция угла  (разделить произвольный угол на три равные час­
ти) приводит к кубическому уравнению, корни которого не выражаются 
с помощью квадратных радикалов;

2) квадрат ура  круга  (построить квадрат, площадь которого равна 
площади круга единичного радиуса) сводится к вопросу о том, можно 
ли число л вычислить с помощью арифметических операций над раци­
ональными числами и извлечения корней. Невозможность этого следу­
ет из того, что л не может быть корнем никакого многочлена с целыми  
коэффициентами;

3) удвоение куба  (построить ребро куба, объем которого вдвое боль­
ше объема единичного куба) сводится к выражению корня многочлена 
х 3 -  2 через квадратные радикалы, что невозможно.

В истории решения алгебраических уравнений можно выделить сле­
дующ ие этапы:

• правила решения квадратных уравнений — вавилонские тексты  
(2 тыс. лет до н .э.);

• «геометрическая алгебра», геометрические приемы решения урав­
нений — древнегреческие математики (с VI в. до н .э .);

• создание алгебры как науки о решении  
уравн ен ий, независим ой от геом етрии, — 
арабские математики (начиная с VIII в.);

• решение уравнений третьей и четвертой 
степеней, введение комплексных корней — 
итальянские математики (XVI в.);

• исследование числа корней уравнения, 
слияние геометрических и алгебраических  
методов — французские математики (конец  
XVI—XVII в.): А . Ж ирар, Ф .Виет, Р. Декарт,
П. Ферма;

• основная теорема алгебры, перевод во­
просов решения уравнений в русло математи­
ческого анализа — французские и немецкие 
математики (XVIII—начало X IX  в.): Ж .Д а- 
лам бер, JI. Эйлер, Ж . Л агранж , П . Л аплас,
К. Гаусс; (1777—1855)
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Жозеф Луи Лагранж 
(1736 — 1813)

Французский математик и механик. Наиболее 
важные труды Лагранжа относятся к вариацион­
ному исчислению, аналитической и теоретической 
механике. Ему принадлежат также выдающиеся 
исследования по различным вопросам математи­
ческого анализа (формула остаточного члена ряда 
Тейлора, формула конечных приращений, теория 
условных экстремумов); теории чисел, алгебре (те­
ория и приложения непрерывных дробей); диффе­
ренциальным уравнениям (теория особых реше­
ний, метод вариации постоянных); интерполиро­
ванию, математической картографии, астрономии 
и др.

• решение вопросов неразрешимых уравнений, создание «современной 
алгебры» — П. Руффини, Э. Галуа, Н. Абель (первая половина X IX  в.).



Ответы

Г л а в а  1

• Занятие 1
1. 1, 2, 3, 5, 6 . 2. 2, 3, 4.
3. 1) 55250; 2) 0,706. 4. 4. 5. t = 98,6 F; t = 310 К; t = 31,6 R.

• Занятие 2
7.1) 0,28(0); 3) 0,(285714); 5) 0,5(3).
8. Указание: докажите, что дроби не периодические.

• Занятие 3
3. Указание: используйте неравенство ^0,99...9  > 0 ,99 ...9 .
4. 4) и 5) неверно, остальные верны.
5. 2)—5) неверно, остальные верны.

• Занятие 5
1. 6 ) -4 ; 7) - 3 г; 8 ) 1 + /.
2. 1) (а + Ь)(а -  bi): 4) (х -  1 + i)(x — 1 — г); 6 ) (х + 2) (х - 1  + iV3)(x - 1  -  iV3); 

8 ) (х -  1  + i)(x -  1  -  i)(x + 1  + i)(x + 1  -  i).

4. 1) i; 1; i; 2) 32i; 3) | ( - l  + iV3); ^ (- l- tV 3 );  1; 4) i ( l  + iV3).

5. 2), 3), 5) неверны, остальные верны.

Г л а в а  2

• Занятие 1

1. 5) у ;  6 ) 0. 2. 1) a3tr4; 2) a 857.

3. 2) 6 6 15 < 102112; 3) 5013 -  З993 > (501 -  399)3.
5. п = 3. 6 . х < 2. 7. (-оо; 0) и  (0; +сс); R; [0; +со); R.

• Занятие 2

1. 3) и 4). 2. Не всегда. 3) 0,2; 4) V 5 -2 .

4. 2) 2л/2008 > V2007 + V2009; 4) одинаковы.

5. l)V a+V b; 3) - ( l  + V2 + t/2+V8); 4) ~ (2 Т з+3V2 -  л/30).
6

• Занятие 3
3. 1) 215/18; 3) 35/24 ; 4) а '7/4; 5) а2/5.

4. 1) 2‘4/3, 2 1, 2~3/4, 22/3, 2; 2) , 9"1/3, , З3/4, З3.

6 . 1) 1; 2) 2; 3) 1; 4 ) -1 ;  2; 5) 6 )2 .
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• Занятие 4

3. 1 ) a3b2; 3)
10х6

4. 2) 0 > log1/83; 4) О < log1/3( l/2 ) ;  6 ) 1 < Iog1/7( l / 8 ); 8 ) log28  > log2( l/9 );  
10) log1/3( l /5 )  < log1/3( l /7 ) .

• Занятие 5
1. 1) 1, 2, 4 возрастают, остальные убывают.
3. 2) 6  и 162; 4) 5 и 13.
4. 3) (-3; 2); 4) (1; +»).
5. 1) [1; 3]; 3) [0; 3]; 4) [О; lg2  + 1].

• Занятие 6

1. 3) - | ;  5) | ;  7) нет решений; 9) lg2; 11) 2 -  lg5; 13) 1; 15) 3; 16) 4; 17) log238; 

18) -1 ; 2; 19) нет решений; 20) 4.

Г л а в а  4
• Занятие 1

4. 120. 6 . 720.

• Занятие 2
3. 625. 4. Число вариантов равно 36.

• Занятие 3
1. 4950. 2. 4950. 4. 12. 5. 120. 6. 512. 7. 19683. 8 . 35.
9. Если допускать пустые карманы, то 6 6 . 10. 59049.

Г л а в а  6

• Занятие 1
1. 1), 2), 4), 6 ), 8 ), 10) неверны, остальные верны.

• Занятие 2
2 1  1 37. 1) cost = —j=; t g t = — ; ctgt = -2; 3) cost = — p=; sint = — t =

V 5 2 V I0  Vio
• Занятие 3

„ ... l - 2 o  6  + o _x 4ab + 2a + b + lb. 1) --------; 2)  ; 3)  .
o - 2  2 (6 -a )  2a(3 -  2b)

6. 1)

3. 2) 0 ,0 4 ;  4) -7; 6) 0; 3; 7) 8; 8) 9; 9) нет решений; 10) - 1 ;  12) 27.

4. 1) (1 ; 1 0 1 );  2) [-6; 2); 3) (-oo; -2 ) и  (5; +oo); 4) 5 ; 5) (-oo; 4 )  и  [8; +oo);

6) (0 ; 1] и  [ 1 0 ; +oo); 7) (2; V l4 ] ;  8) (9 9 ;+oo).



• Занятие 5

10. 2) ±— + 4пп; 4) — + — ; 6) пп; + — + пп; 9) (-1 )" —+ тш.
2 4 2  3 6

Г л а в а  7

• Занятие 1
1 0 . 1 ) неверно; 2 ) верно.

• Занятие 2
1. Нет. 2. Да (если не требовать непрерывности) 3. Нет (если не требовать непрерыв­

ности). 4. Да. 5. Да. 6 . Да. 7. Да, если /"(х) = const. 8 . Да. 9. 1) и 3) верны, 2) нет.

• Занятие 3
8 . т г -  arcsinx.

9. 1)  (/  о g)(X) = — ; (* о ж * ) = 4 + 1 ;
Х + 1  X*

| 0 , |х| < 1 , Г-1 , х < О,
2 ) ( / » f ) W =  2‘ . ; (g°f ) (x)  = \

[х2 — 1 , |х| > 1 ; [ x^- l ,  х > 0 .
• Занятие 5

1. а) Да; б) нет. 2. а) Нет; б) да. 3. а) Нет; б) да. 4. а) Да; б) да. 5. а) Да; б) нет.
6 . а) Да; б) нет. 7. а) Нет; б) да. 8 . а) Да; б) нет. 9. а) Нет; б) да. 10. а) Нет; б) нет.
11. а) Да; б) да. 12. а) Да; б) да. 13. а) Нет; б) нет. 14. а) Нет; б) нет.
15. а) Нет; б) да. 16. а) Нет; б) да. 17. а) Да; б) да. 18. а) Нет; б) да.
19. а) Нет; б) нет. 20. а) Да; б) нет. 21. а) Нет; б) да. 22. а) Нет; б) да.
23. а) Нет; б) да. 24. а) Да; б) да.

Г л а в а  8 

• Занятие 2

“  \k2 + m 2 + l 2
2. 3)/i = aJ| . 3. 1) 2; 2) 5. 4. d =

• Занятие 3
Г? п2 1 4 к ок

3. 1 )h = a, - ;  2) S = -=j=; 3) cosa = - .  4. 1) — ; 2) 25; 3) — .
V3 2 V2  3 4 4

• Занятие 4
2. 1) 4; 2) 4; 3) 5; 5) 2л.

• Занятие 5

2. -4=я; -л=а. 3. У куба 9, у тетраэдра 3.
V6 2 V2

Г л а в а  11

• Занятие 2
1. При k = 0 и k = 10 ОДЗ наименьшая, при k -  5 — наибольшая.
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	Почему данные нами определения степени имеют смысл и как доказать свойства степеней?

	Как используются степени с произвольным показателем при решении задач?



	■•Г#

	Занятие 4 Логарифмы

	Что такое логарифм?

	Зачем нужны логарифмы?

	Почему логарифмы обладают такими удобными свойствами?


	Показательные и логарифмические функции

	Что нового дают степени и логарифмы для изучения функций?

	Зачем нужны показательные и логарифмические функции?

	Почему выполняются перечисленные свойства показательных и логарифмических функций?


	и

	Как используются свойства показательных и логарифмических функций при решении задач?

	Занятие 6 Показательные и логарифмические уравнения и неравенства

	Как сводить уравнения к простейшим?



	Щ БЕСЕДА

	Вычисление степеней и логарифмов

	Прямые и плоскости в пространстве

	Взаимное расположение прямых и плоскостей

	Как задать и описать расположение прямых и плоскостей?

	Почему верно приведенное перечисление взаимного расположения прямых и плоскостей?


	Параллельность прямых и плоскостей

	Как распознать основные случаи параллельности прямых и плоскостей?

	Почему верны указанные признаки?

	Что можно сказать о различных сечениях куба плоскостью?


	Углы между прямыми и плоскостями

	Как задаются углы между прямыми и плоскостями?

	Зачем нужно понятие перпендикулярности в пространстве?





	Ш 6ЕСЕДА

	Геометрия Евклида

	< zj. Комбинаторика

	Занятие 1 Комбинаторные конструкции

	Какие построения (конструкции) чаще всего используются в комбинаторике?

	Как использовать построенные конструкции для решения комбинаторных задач?


	Занятие 2 Правила комбинаторики

	Каковы основные правила комбинаторных подсчетов?

	Как применяются правила комбинаторики при решении задач?


	Занятие 3 Число орбит

	Как при комбинаторных подсчетах учитываются комбинации, которые считаются одинаковыми?

	Как возводить в степень сумму одночленов?



	/>

	\/ \/ V \/ \/

	Сй, =1211=66.

	Из истории комбинаторики



	^ Координаты и векторы

	Повторение пройденного

	Что нам известно о координатах и векторах на плоскости?

	Как с помощью координат можно задавать множества точек на плоскости?

	Как можно использовать координаты и векторы при решении геометрических задач?


	ов = |(оа1+оа2).

	=-(ос-оа).

	Координаты и векторы в пространстве

	Что меняется при переходе от плоскости к пространству?

	Как можно использовать координаты и векторы в пространстве?


	Скалярное произведение

	Как вычисляется скалярное произведение векторов?



	1) ВААС + ВСАС: ВА-АС + ВС ■ АС = = {вА+ Вс) • АС = = BD ■ АС = 0; 2) | АС |:

	Зачем переводят геометрические понятия на язык координат и векторов?



	1»

	Перпендикулярность прямых и плоскостей

	Почему верны сформулированные признаки перпендикулярности прямых и плоскостей?


	векторное пространство

	Углы и вращательное движение

	Что такое угол и как он измеряется?

	Зачем обобщается понятие угла?

	Почему вращательное движение удобно для описания свойств тригонометрических функций?

	Как используется обобщение понятия угла при решении задач?


	Занятие 2 Тригонометрические операции

	Что составляет основу тригонометрии?

	Зачем вводятся тригонометрические функции?

	Почему выполняются важнейшие свойства тригонометрических операций?


	Преобразование тригонометрических выражений

	Что полезно знать для преобразования тригонометрических выражений?



	,g=i"=4i+*J=tgI:

	_ 72 75-72 72(1-75).

	75

	,Л±1.№±1#.2 + Л

	75-1	2

	i 2 v 4 = -^2-75

	1 I4-275 i (Тз-i)^

	75-1 72 272

	Зачем преобразуют тригонометрические выражения?

	Почему верны приведенные формулы тригонометрии и можно ли расширить их перечень при необходимости?






	1+tg2f

	77777777.

	Тригонометрические уравнения

	Что полезно иметь в виду при решении тригонометрических уравнений?


	+1.	Ж- Ж.

	7з

	Как решаются основные типы тригонометрических уравнений и неравенств?

	Vs




	Щ БЕСЕДА

	Из истории тригонометрии

	I Функции и графики

	Занятие 1 Обзор общих понятий

	Что включает в себя понятие функции?

	Как были заданы функции, которые встречались ранее?

	Q(x)


	у-^1,

	Схема исследования функции

	Что входит в схему исследования функции?

	Почему нужно быть внимательным при исследовании функции?

	Как на практике используется схема исследования функции?


	Занятие 3 Преобразования функций и действия над ними

	Что можно получить из стандартных функций, применяя действия над ними?



	1, х < 1,

	Симметрия функций и преобразование их графиков

	Какие свойства симметрии возникают у функций и как они проявляются на графиках?


	Непрерывность функции

	Какие особенности функции могут встретиться при ее исследовании?


	Развитие понятия функции



	^ Многогранники и круглые тела

	Занятие 1 Словарь геометрии

	Какие геометрические понятия нам знакомы?


	Параллелепипеды и призмы

	Как можно уточнить знакомые понятия параллелепипеда и призмы?


	Занятие 3 Пирамиды

	Что нужно знать о пирамидах?


	Занятие 4 Круглые тела

	Какие круглые тела нам хорошо знакомы?

	Занятие 5 Правильные многогранники

	Какие многогранники стали символом красоты и совершенства?

	Почему существует лишь пять правильных многогранников?


	Платоновы тела


	Начала математического анализа

	Процесс и его моделирование

	Что изучает математический анализ?

	Зачем понадобились новые методы, развитые математическим анализом?


	.	„	„	Ъ

	Занятие 2 Последовательности

	Что такое последовательность и чем она отличается от обычной функции?

	Зачем рассматривают пределы последовательностей?







	ЧЧ

	Почему надо доказывать существование предела?

	Занятие 3 Понятие производной

	Что понимали под производной основатели математического анализа?

	Как можно сблизить геометрическое и физическое определения производной?


	Формулы дифференцирования

	Каковы правила вычисления производной?


	^Х J X2	X2

	f{g(x))

	Почему выполняются сформулированные правила дифференцирования?


	Производные элементарных функций

	Что нужно помнить, чтобы продифференцировать любую элементарную функцию?



	И-И-И’дг

	Применение производной к исследованию функций

	Как связаны между собой свойства функции и ее производной?


	Занятие 7 Прикладные задачи

	Как используется в приложениях понятие производной?

	з 7з зТз^


	E = k-^,

	2 V2

	tg(p = 7 = V^

	Занятие 8 Первообразная

	Что такое первообразная?

	Как вычисляют первообразную?

	Почему первообразная обозначается с помощью знака интеграла?


	Формула Тейлора

	1. |3x2dx = ?j- + C = = х3 + С. 2. |(2х + 5)dx = х2 +5х + С.

	3. J(x2-4x + 3)dx = = — -2х2 + 3 х + С. 3

	5. f dx. = [(7-5x)*dx = 3 77 - Ьх 3

	6. Jy/xdx = —х2 +С.



	Интеграл и его применение

	Занятие 1 Площади плоских фигур

	Каковы основные свойства площади?

	Какие известные формулы для вычисления площади полезно вспомнить?


	Занятие 2 Теорема Ньютона —Лейбница

	Что нужно сделать, чтобы применить идеи теории функций к вопросам измерения?

	Почему выполняется утверждение о скорости роста переменной криволинейной трапеции?

	Занятие 3 Пространственные тела

	Что нам известно об объеме?

	Как применить математический анализ для вычисления объема?

	Как измерить площадь поверхности пространственного тела?





	Щ БЕСЕДА

	Интегральные величины

	<11 Элементы теории вероятностей Е 11 и математической статистики

	Вероятность и ее свойства Что такое вероятность события?

	Как вычислять вероятности, следуя классическому определению?

	= — я 0,012.

	Занятие 2 Повторные испытания

	Что получится, если монету бросать много раз подряд?

	Как можно использовать схему повторных испытаний?


	Занятие 3 Случайная величина

	Как соединяется комбинаторика с теорией функций?

	Какие числовые характеристики можно связать со случайной величиной?




	|Щ БЕСЕДА

	Происхождение теории вероятностей

	2^2 Уравнения и неравенства

	Равносильность уравнений

	Что следует уточнить, принимаясь за решение уравнений?

	Как использовать математический язык при решении уравнений?


	Занятие 2 Основные приемы решения уравнений

	Какие формулы полезно помнить при решении простейших уравнений?

	Как сводить уравнения к простейшим?

	j_+i.

	2X+1; -	;	(V2)2x+3;



	1У;

	JL. + 2E±!=3.

	Занятие 3 Системы уравнений

	Каковы основные методы решения систем уравнений?

	{х + 2у = б ° {(2 - у) + 2у = 6 °



	lf/i = 2; \у2 = 2;


	\у = 3;

	[ху = -2.

	{(г -1)2 - Зг(-() = 19; |гН) = -6,

	Занятие 4 Решение неравенств

	Что следует вспомнить перед решением неравенств?

	В чем состоит важнейший метод решения неравенств — метод интервалов?


	I

	I I

	"^Julvi;+00




	ffll BECE*A

	Разрешимость алгебраических уравнений

	Ответы


	2) (/»f)W=	2‘	.	;	(g°f)(x) = \

	Оглавление








